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ΒΑΣΒΑΣΒΑΣΒΑΣΙΚΕΣ  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΙΚΕΣ  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΙΚΕΣ  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΙΚΕΣ  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ––––Θ.Θ.Θ.Θ.RolleRolleRolleRolle    
    
Πρόταση 1 :Πρόταση 1 :Πρόταση 1 :Πρόταση 1 : «Μεταξύ δυο ριζών µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης f, υπάρχει «Μεταξύ δυο ριζών µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης f, υπάρχει «Μεταξύ δυο ριζών µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης f, υπάρχει «Μεταξύ δυο ριζών µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης f, υπάρχει τουλάχιστον τουλάχιστον τουλάχιστον τουλάχιστον 
µιαµιαµιαµια        ρίζα της εξίσωσης ρίζα της εξίσωσης ρίζα της εξίσωσης ρίζα της εξίσωσης ffff΄(΄(΄(΄(x)=0»x)=0»x)=0»x)=0»        
    
iiiiiiii) ) ) ) ««««Μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της συνάρτησης Μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της συνάρτησης Μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της συνάρτησης Μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών της συνάρτησης f f f f ΄ , υπάρχει ΄ , υπάρχει ΄ , υπάρχει ΄ , υπάρχει µία το πολύµία το πολύµία το πολύµία το πολύ        ρίζα της ρίζα της ρίζα της ρίζα της 
εξίσωσης f(x)=0»εξίσωσης f(x)=0»εξίσωσης f(x)=0»εξίσωσης f(x)=0»    
 
ΑπόδειξηΑπόδειξηΑπόδειξηΑπόδειξη    

i) Έστω ρ1,ρ2 (ας είναι ρ1<ρ2 ) δύο ρίζες της συνάρτησης f 

f συνεχής στο [ρ1,ρ2] 
παραγωγίσιµη στο (ρ1,ρ2) 
f(ρ1)=f(ρ2)=0  άρα ισχύουν οι πρὁποθέσεις Rolle , δηλαδή στο διάστηµα (ρ1,ρ2) υπάρχει ρίζα 
της εξίσωσης f΄(x)=0 

ii) Εστω ρ1 ,ρ2 (ρ1<ρ2) δύο διαδοχικές ρίζες της f΄. 
Αυτό σηµαίνει ότι µεταξύ των ρ1 και ρ2 , δεν υπάρχει άλλη ρίζα της f΄. 
Έστω ότι η f έχει δύο ρίζες στο (ρ1,ρ2) , τότε σύµφωνα µε την πρόταση 1 η f΄θα έχει µία 
τουλάχιστον ρίζα στο (ρ1,ρ2) που είναι άτοπο. 
Αρα η f έχει µία το πολύ ρίζα µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της f΄ 
 
Πρόταση 2Πρόταση 2Πρόταση 2Πρόταση 2 : «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση ffff        η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο RRRR    και ισχύει        και ισχύει        και ισχύει        και ισχύει        ffff΄(χ) ΄(χ) ΄(χ) ΄(χ) 
≠ 0 για κάθε 0 για κάθε 0 για κάθε 0 για κάθε xxxx∈RRRR    . Να δείξετε ότι είναι 1. Να δείξετε ότι είναι 1. Να δείξετε ότι είναι 1. Να δείξετε ότι είναι 1----1.»1.»1.»1.» 
ΑπόδειξηΑπόδειξηΑπόδειξηΑπόδειξη    
Έστω ότι η f δεν είναι 1-1 , τότε θα υπάρχουν α,β∈R µε  
α≠ β ώστε f(α) = f(β) 
Για την f ισχύουν οι προυποθέσεις του Θ.Rolle αφού: 
Η f συνεχής στο [α,β] ως παραγωγίσιµη 
Είναι παραγωγίσιµη στο (α,β) 
Ισχύει  f(α) = f(β) 
Αρα σύµφωνα µε θ.Rolle η εξίσωση f΄(x)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β), που είναι 
άτοπο , αφού f΄(χ) ≠ 0 για κάθε x∈R. Οπότε η f είναι 1-1  
 
Πρόταση 3Πρόταση 3Πρόταση 3Πρόταση 3 : «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση ffff        η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο RRRR    και ισχύει    και ισχύει    και ισχύει    και ισχύει                    ffff    
’(χ) ’(χ) ’(χ) ’(χ) ≠ 0 για κάθε 0 για κάθε 0 για κάθε 0 για κάθε xxxx∈RRRR    . Να δείξετε ότι η . Να δείξετε ότι η . Να δείξετε ότι η . Να δείξετε ότι η ffff    έχει το πολύ µία ρίζα.»έχει το πολύ µία ρίζα.»έχει το πολύ µία ρίζα.»έχει το πολύ µία ρίζα.» 
Απόδειξη 
Εστω ότι η f έχει δύο ρίζες : f(ρ1)=f(ρ2)=0  άρα ισχύουν οι πρὁποθέσεις Rolle , δηλαδή στο 
διάστηµα (ρ1,ρ2) υπάρχει ρίζα της εξίσωσης f΄(x)=0  άτοπο 
Πρόταση 4Πρόταση 4Πρόταση 4Πρόταση 4 : «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση «Έστω µια συνάρτηση ffff        η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο η οποία είναι παραγωγίσιµη στο RRRR    και ισχύει        και ισχύει        και ισχύει        και ισχύει        ffff    
΄΄(χ) ΄΄(χ) ΄΄(χ) ΄΄(χ) ≠ 0 για κάθε 0 για κάθε 0 για κάθε 0 για κάθε xxxx∈RRRR    . Να δείξετε ότι η . Να δείξετε ότι η . Να δείξετε ότι η . Να δείξετε ότι η ffff    έχει το πολύ µία ρίζα.»έχει το πολύ µία ρίζα.»έχει το πολύ µία ρίζα.»έχει το πολύ µία ρίζα.» 
Απόδειξη  

Κεφάλαιο 

4 4. Θεώρηµα Rolle 
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Έστω ότι η f έχει τρείς ρίζες τότε : f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρ3)=0  τότε  
Θ.Rolle στο [ρ1,ρ2] υπάρχει ξ1 ώστε f΄(ξ1)=0 
Θ.Rolle στο [ρ2,ρ3] υπάρχει ξ2 ώστε f΄(ξ2)=0 
Θ.Rolle στο [ξ1,ξ2] υπάρχει ξ ώστε f΄΄(ξ)=0  άτοπο 
 
 
    
Πρόταση 3Πρόταση 3Πρόταση 3Πρόταση 3    

i) Κάθε πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0 µε πραγµατικούς συντελεστές , νιοστού βαθµού 
έχει το πολύ ν πραγµατικές ρίζες. 

ii) Αν µία πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0πολυωνυµική εξίσωση f(χ)=0 µε πραγµατικούς συντελεστές έχει κ το 
πλήθος διαφορετικές πραγµατικές ρίζες , τότε η εξίσωση f΄(χ)=0 έχει κ-1 το πλήθος 
τουλάχιστον πραγµατικές ρίζες.  
  
Πρόταση 4. Πρόταση 4. Πρόταση 4. Πρόταση 4. Κάθε εξίσωση της µορφής f(x)=0 µε f(x)  πολυώνυµο περιττού βαθµού έχει µία  
τουλάχιστον πραγµατική ρίζα. 
    
    

Παρατήρηση 1 !!  Παρατήρηση 1 !!  Παρατήρηση 1 !!  Παρατήρηση 1 !!  Το θεώρηµα BOLZANOBOLZANOBOLZANOBOLZANO    µας εξασφαλίζει µία τουλάχιστο ρίζα σε 
διάστηµα (α,β) για  την εξίσωση f(x) , ενώ το θεώρηµα    ROLLEROLLEROLLEROLLE    µας εξασφαλίζει µία 

τουλάχιστο ρίζα στο διάστηµα (α,β) ,  για την εξίσωση  ( ) 0=′ xf .             

    
Παρατήρηση 2 !!   Παρατήρηση 2 !!   Παρατήρηση 2 !!   Παρατήρηση 2 !!   Μία εξίσωση  f(x)=0 έχει το πολύ µία ρίζα σε διάστηµα ∆ αν η f(x)  είναι 
γνήσια                                                                   µονότονη στο ∆.     
    

Κατηγορίες Κατηγορίες Κατηγορίες Κατηγορίες ----ΑσκήσεωνΑσκήσεωνΑσκήσεωνΑσκήσεων    
 

    
    

Ασκήσεις στις οποίες µας ζητάνε να δείξουµε:Ασκήσεις στις οποίες µας ζητάνε να δείξουµε:Ασκήσεις στις οποίες µας ζητάνε να δείξουµε:Ασκήσεις στις οποίες µας ζητάνε να δείξουµε:    

1)1)1)1)     ‘Οτι εφαρµόζεται το Θ.R‘Οτι εφαρµόζεται το Θ.R‘Οτι εφαρµόζεται το Θ.R‘Οτι εφαρµόζεται το Θ.Rolleolleolleolle    για µια συνάρτηση για µια συνάρτηση για µια συνάρτηση για µια συνάρτηση ffff        σ' ένα διάστηµα [α,β] σ' ένα διάστηµα [α,β] σ' ένα διάστηµα [α,β] σ' ένα διάστηµα [α,β]     
2)2)2)2) ή µας ζητείται  να βρούµε το χή µας ζητείται  να βρούµε το χή µας ζητείται  να βρούµε το χή µας ζητείται  να βρούµε το χοοοο    έτσι ώστε έτσι ώστε έτσι ώστε έτσι ώστε ffff΄(΄(΄(΄(xxxxoooo)=0.)=0.)=0.)=0.    
3)3)3)3)     ή  µας ζητάνε να αποδείή  µας ζητάνε να αποδείή  µας ζητάνε να αποδείή  µας ζητάνε να αποδείξουµε ότι υπάρχει σηµείο του διαγράµµατος µιας ξουµε ότι υπάρχει σηµείο του διαγράµµατος µιας ξουµε ότι υπάρχει σηµείο του διαγράµµατος µιας ξουµε ότι υπάρχει σηµείο του διαγράµµατος µιας 

συνάρτησης στο οποίο η εφαπτόµενη είναι παράλληλη προς τον άξονα συνάρτησης στο οποίο η εφαπτόµενη είναι παράλληλη προς τον άξονα συνάρτησης στο οποίο η εφαπτόµενη είναι παράλληλη προς τον άξονα συνάρτησης στο οποίο η εφαπτόµενη είναι παράλληλη προς τον άξονα 
χχ'(Τρεις ταυτόσηµες διατυπώσεις)χχ'(Τρεις ταυτόσηµες διατυπώσεις)χχ'(Τρεις ταυτόσηµες διατυπώσεις)χχ'(Τρεις ταυτόσηµες διατυπώσεις)    

4)4)4)4)     Να βρεθούν οι παράµετροι ώστε να εφαρµόζεται το Θ.Να βρεθούν οι παράµετροι ώστε να εφαρµόζεται το Θ.Να βρεθούν οι παράµετροι ώστε να εφαρµόζεται το Θ.Να βρεθούν οι παράµετροι ώστε να εφαρµόζεται το Θ.RolleRolleRolleRolle    

    

ΤΙ ΤΙ ΤΙ ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΚΑΝΟΥΜΕΚΑΝΟΥΜΕΚΑΝΟΥΜΕ  Εξετάζουµε αν ισχύουν οι συνθήκες του Θ.Rolle. Ακολούθως λύνουµε (αν 
µας ζητάνε να βρούµε το x0) την εξίσωση f΄(xο)=0 και ελέγχω αν  οι λύσεις  ανήκουν στο 
(α,β). 
Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα :  Άσκηση 1 Βιβλίου ά οµάδα  σελ 249 
    

ΠροσέξτεΠροσέξτεΠροσέξτεΠροσέξτε γιατί µπορεί να µηνµηνµηνµην ισχύουν οι συνθήκες του Rolle και να υπάρχει χο ώστε  
f΄(x0)=0. Ακόµα λοιπόν και αν δεν ισχύουν οι συνθήκες πρέπει να λύσω την εξίσωση f ΄(x0)=0 
και να δω αν κάποια ρίζα ανήκει στο (α,β). 
    
Αντιπαράδειγµα :Αντιπαράδειγµα :Αντιπαράδειγµα :Αντιπαράδειγµα :    

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ � 1 
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2 , 3 1
( )

2 , 1 5

x x
f x

x x

 − ≤ ≤
= 

< ≤      Υπάρχει   x0 ∈(-3,5)  f’(x0) = 0 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
Ξέρουµε ότι το Θ.Rolle δεν εφαρµόζεται σε ένωση διαστηµάτωνδεν εφαρµόζεται σε ένωση διαστηµάτωνδεν εφαρµόζεται σε ένωση διαστηµάτωνδεν εφαρµόζεται σε ένωση διαστηµάτων αλλά µόνο σε κλειστό µόνο σε κλειστό µόνο σε κλειστό µόνο σε κλειστό 
διάστηµαδιάστηµαδιάστηµαδιάστηµα. Εδώ θα εφαρµοστεί στο [-3,1]U(1,5] = [-3,5] (κλειστό). Μην µπερδευόµαστε 
λοιπόν, αν η ένωση των διαστηµάτων που θα δουλέψουµε δίνει κλειστό διάστηµα, δεν δεν δεν δεν 
υπάρχει πρόβληµα. υπάρχει πρόβληµα. υπάρχει πρόβληµα. υπάρχει πρόβληµα. Τώρα η f δεν είναι συνεχής άρα ούτε και  παραγωγίσιµη στο 1 άρα δεν 
ισχύουν οι συνθήκες του Θ.Rolle στο [-3,5] όµως: 

' 2 , 3 1
( )

2 , 1 5

x x
f x

x

− ≤ <
= 

< ≤  
και άρα η εξίσωση f΄(x)=0 ⇔  2x=0⇔ x=0, έχει λύση που ανήκει στο (-3,1), υπoσύνολο του (-
3,5) παρόλο που δεν ισχύουν οι συνθήκες του Θ. ROLLE  

 
 
  Εύρεση παραµέτρων ώστε να εφαρµόζεται το Θ.Εύρεση παραµέτρων ώστε να εφαρµόζεται το Θ.Εύρεση παραµέτρων ώστε να εφαρµόζεται το Θ.Εύρεση παραµέτρων ώστε να εφαρµόζεται το Θ.RolleRolleRolleRolle....    
    

    
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ    Ουσιαστικά εύρεση παραµέτρων ώστε για την f να έχουµε οτι είναι 
συνεχής, παραγωγίσιµη σε κάποια διαστήµατα και να ισχύει f(x1)=f(x2). Προσέξτε να γίνει 
επαλήθευση και των 3ων συνθηκών. 
 
Παράδειγµα 

2 , 3 1
( )

,1 5

x x
f x

kx λ χ

 − ≤ ≤
= 

+ < ≤
  Να βρεθούν τα κ, λ ώστε να ισχύει το Θ.Rolle στο [-3,5]. 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση 
●    Η f είναι συνεχής στα [-3,1) και (1,5] ως πολυωνυµική. 

Ακόµα  2

1 1 1 1
lim ( ) lim 1 , lim ( ) lim( )
x x x x

f x x f x kx kλ λ
− − + +→ → → →

= = = + = + άρα κ+λ=1   (1) 

●        Η f είναι παραγωγίσιµη στο [-3,1) µε f/(x)=2x και στο (1,5] µε f/(x)=κ άρα  
2

1 1 1

1 1 1

( ) (1) 1
lim lim lim( 1) 2

1 1
( ) (1) 1

lim lim lim
1 1 1

x x x

x x x

f x f x
x

x x
f x f kx kx k

k
x x x

λ

− − −

+ + +

→ → →

→ → →

− −
= = + =

− −
− + − −

= = =
− − −

      άρα κ=2.   (2) 

Από (1), (2) έχουµε: k=2 και λ=-1. 
Παρόλο που έχουµε βρει τους 2 αγνώστους θα συνεχίσουµε για να δούµε αν ισχύει  
και η 3η συνθήκη για τις τιµές των κ, λ που βρήκαµε. πρέπει να ισχύει: 
f ( -3)=f(5) ⇔ ( -3)2=5κ+λ ⇔ 9=5.2+(-1) ⇔ 9=9 ισχύει .  
 

 

    Ασκήσεις στις οποίες µας θέτουν ερωτήµατα σχετικά µε το Ασκήσεις στις οποίες µας θέτουν ερωτήµατα σχετικά µε το Ασκήσεις στις οποίες µας θέτουν ερωτήµατα σχετικά µε το Ασκήσεις στις οποίες µας θέτουν ερωτήµατα σχετικά µε το 
πλήθος των ριζπλήθος των ριζπλήθος των ριζπλήθος των ριζών  µιας εξίσωσης.ών  µιας εξίσωσης.ών  µιας εξίσωσης.ών  µιας εξίσωσης.    
 

1111 .  ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει .  ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει .  ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει .  ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει το πολύ το πολύ το πολύ το πολύ κ ρίζες ή δεν έχει πάνω από κ ρίζες ή δεν έχει κ ρίζες ή δεν έχει πάνω από κ ρίζες ή δεν έχει κ ρίζες ή δεν έχει πάνω από κ ρίζες ή δεν έχει κ ρίζες ή δεν έχει πάνω από κ ρίζες ή δεν έχει 

κ+1 ρίζες.( Οι τρεις τελευταίες φράσεις είναι ταυτόσηµεςκ+1 ρίζες.( Οι τρεις τελευταίες φράσεις είναι ταυτόσηµεςκ+1 ρίζες.( Οι τρεις τελευταίες φράσεις είναι ταυτόσηµεςκ+1 ρίζες.( Οι τρεις τελευταίες φράσεις είναι ταυτόσηµες).).).).    
    
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ: ∆εχόµαστε ότι η εξίσωση έχει µια ρίζα παραπάνω και : ∆εχόµαστε ότι η εξίσωση έχει µια ρίζα παραπάνω και : ∆εχόµαστε ότι η εξίσωση έχει µια ρίζα παραπάνω και : ∆εχόµαστε ότι η εξίσωση έχει µια ρίζα παραπάνω και καταλήγουµεκαταλήγουµεκαταλήγουµεκαταλήγουµε    σε άτοποσε άτοποσε άτοποσε άτοπο    
    
Το πολΤο πολΤο πολΤο πολύύύύ        µία ρίζα  της f µία ρίζα  της f µία ρίζα  της f µία ρίζα  της f     

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ � 2 ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ � 2 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ � 3 
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Εάν µας ζητείται να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f(x) έχει το πολύ µια ρίζα στο (α,β)τότε:  
1. ∆είχνουµε ότι είναι 1-1, αν δεν δουλέψει πάµε στο 2  
2. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα του Rolle για την f στο [α,β] θεωρώντας ότι έχει 2 ρίζες στο διάστηµα 
(α,β) και καταλήγοντας σε άτοπο  
    
    
Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα ----1111        :::: Η εξίσωση χ2ν=αχ+β µε α,β πραγµατικούς δεν έχει περισσότερες από 
δύο πραγµατικές ρίζες. 
Λύση :Λύση :Λύση :Λύση :    
    

ΕνέργειαΕνέργειαΕνέργειαΕνέργεια    ΠαράδειγµαΠαράδειγµαΠαράδειγµαΠαράδειγµα    
Μεταφέρουµε όλους τους όρους της 
εξίσωσης σε ένα µέλος 

χ2ν-αχ-β=0 

Θεωρούµε συνάρτηση g(x)= α΄µέλος g(x)= χ2ν-αχ-β 
∆εχόµαστε ότι δεν ισχύει το ζητούµενο άρα 
η συνάρτηση έχει κ+1 ρίζες 

Έστω ότι η  g θα έχει 3 άνισες ρίζες 
χ1<χ2<χ3 

Θ. Rolle σε καθένα από τα διαστήµατα  g(x1)=g(x2)=g(x3)=0  άρα ισχύει το 
Θ.Rolle στα διαστήµατα [χ1,χ2],[χ2,χ3] 

Η g’(x) θα έχει µία τουλάχιστον ρίζα σε 
κάθε διάστηµα 

Η g’(x)=2νx 2ν-1-α ,έχει από µία ρίζα 
στα διαστήµατα [χ1,χ2],[χ2,χ3] ∆ηλαδή 
έχει 2 ρίζες. 

Βρίσκουµε την g’(x) και δείχνουµε ότι είναι 
άτοπο να έχει κ τουλάχιστον ρίζες 

Η εξίσωση 2νx 2ν-1-α=0 είναι διώνυµη 
περιττού βαθµού και έχει µία ρίζα . 
Ατοπο 

    

Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα ----2222    
∆είξτε οτι η εξίσωση χ6-6χ+2=0, έχει δύο το πολύ ρίζεςδύο το πολύ ρίζεςδύο το πολύ ρίζεςδύο το πολύ ρίζες στο διάστηµα (-10, 100) 
Λύση Λύση Λύση Λύση  
Θα δείξω οτι δεν έχει τρειςδεν έχει τρειςδεν έχει τρειςδεν έχει τρεις ρίζες. 
Έστω η f: f(x)=x6-6x+2 και ρ 1 ,ρ 2 , ρ 3  ∈(-10, 100) µε ρ1<ρ2<ρ3  και f(ρ1)=f(ρ2)= f(ρ3)=0. 
(∆ηλ. έστω οτι έχουµε 3 ρίζες) Θα εφαρµόσουµε το Θ.Rolle στα διαστήµατα 
[ρ1, ρ2] και [ρ2, ρ3].  Έχουµε:  
●    Η f συνεχής στα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3] ως πολυωνυµική. 
●    Η f παραγωγίσιµη στα (ρ1, ρ2), (ρ2, ρ3). f(ρ1)

=f(ρ2)=f(ρ3)=0 µε f΄(χ)=6x5-6. Άρα  
εφαρµόζεται για την f το Θ.Rolle στα διαστήµατα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3] και εποµένως  
υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1∈(ρ1, ρ2) και ένα τουλάχιστον ξ2∈  (ρ2, ρ3) έτσι ώστε  
f/(ξ1)=0 και f/(ξ2)=0. ∆ηλαδή η f΄(χ)=0 έχει δύο ρίζες , έτσι 6x5-6=0 έχει δύο ρίζες (Άτοπο 
αφου είναι δυώνυµη περιτου βαθµού ) 
 
Παρατήρηση (Τρόποι να οδηγηθούµε σε άτοπο)Παρατήρηση (Τρόποι να οδηγηθούµε σε άτοπο)Παρατήρηση (Τρόποι να οδηγηθούµε σε άτοπο)Παρατήρηση (Τρόποι να οδηγηθούµε σε άτοπο)    
α)α)α)α) Αν δεν υπάρχει ξ ώστε f ’(ξ)=0. 
β)β)β)β) Υπάρχει ξ µε f ’(ξ)=0 αλλά το ξ δεν ανήκει στο διάστηµα µας.  
γ)γ)γ)γ) Το Θ.Rolle εφαρµόζεται (αν έχουµε 3 ρίζες) σε δυο διαστήµατα άρα πρέπει η 
f ’(x) να έχει δυο ρίζες τουλάχιστον ενώ εµείς έχουµε λιγότερες 

 

        
    ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο (α,β).∆είξτε ότι η εξίσωση έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο (α,β).∆είξτε ότι η εξίσωση έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο (α,β).∆είξτε ότι η εξίσωση έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο (α,β).    
 

ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ: : : :     
1.∆οκιµάζουµε το θεώρηµα του Bolzano στο [α,β], αν δεν δουλέψει πάµε στο 2 
2.∆οκιµάζουµε το θεώρηµα του Rolle για την παράγουσα τηςπαράγουσα τηςπαράγουσα τηςπαράγουσα της f στο [α,β],αν δεν δουλέψει 
πάµε στο 3 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ � 4 
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3.Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της f(A) της f. Αν το 0∈ f(A) ,τότε η f έχει µία τουλάχιστον 
πραγµατική ρίζα . 
4. Εντοπίζουµε  µία  προφανή ρίζα .πχ f(x)=ex-x-1 .Εύκολα διαπιστώνουµε ότι η ρίζα είναι 
χ=0 
5. Εφαρµόζουµε το Θ.Rolle για την G(x) µια αρχική συνάρτηση της f  (G΄(χ)=f(x))  
    
Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα ----1:  (Περ1:  (Περ1:  (Περ1:  (Περ----5)5)5)5)    
Να δειχτεί οτι η εξίσωση 3αχ²+2βχ-α-β=0 έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 
Λύση Λύση Λύση Λύση     
Έστω f(x)=3αχ²+2βχ-α-β. 
●    Η f είναι συνεχής στο [0,1], ως πολυωνυµική. 
●    f(0).f(1)=(-α-β).(3α+2β-α-β)=-(α+β).(2α +β)=;  άρα δεν µπορούµεδεν µπορούµεδεν µπορούµεδεν µπορούµε να εφαρµόσουµε το 
Θ.Bolzano. Θεωρώ την g(x)=αχ3+βχ2-αχ-βχ. Η οποία είναι µια παράγουσα –αρχική της f 
●    Η g είναι συνεχής στο [0,1]. 
●    Η g είναι παραγωγίσιµη στο (0,1) µε g’(x)=3αχ2+2βχ-α-β. 
●    g(0)=0, g(1)=α+β-α-β=0. 
άρα ισχύει το Θ.Rolle για την g οπότε υπάρχει ξ∈(0,1) : g’(ξ)=0⇔ f(ξ)=0. άρα η  εξίσωση µας 
έχει µια τουλάχιστον ρίζα. 
 

Άσκηση  ΑνΆσκηση  ΑνΆσκηση  ΑνΆσκηση  Αν
∗
+∈ Rβα ,     να δείξετε ότι η εξίσωση να δείξετε ότι η εξίσωση να δείξετε ότι η εξίσωση να δείξετε ότι η εξίσωση ffff((((xxxx)=0)=0)=0)=0    µε                                        µε                                        µε                                        µε                                        

( ) αββα 381212 23 −−+= xxxxf     έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0,1).έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0,1).έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0,1).έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (0,1).    

    
 
             
ΠαράδΠαράδΠαράδΠαράδειγµα ειγµα ειγµα ειγµα ----    3.3.3.3.   Έστω  µια συνάρτηση f, συνεχής στο διάστηµα [α, β].  Αν ισχύει 

( )f t d t
β

α
∫ =0  , να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (χ)=0 έχει µια, τουλάχιστον, ρίζα στο 

διάστηµα (α, β). 
    
Λύση παραδείγµατος 3Λύση παραδείγµατος 3Λύση παραδείγµατος 3Λύση παραδείγµατος 3    

Αν G(x) µια αρχική της f(x) θα έχω : ( ) ( ) ( ) 0
a

f x dx G G
β

β α= − =∫    

Με θεώρηµα του Bolzano για την G(x) θα έχω : 

( ) [ , ]

( ) ( );;;;

f x ή a

f a f

συνεχ ς στο β
β



  

Εφαρµόζω το Θ.Rolle για την παράγουσα της f που είναι η G  

( ) [ , ]

( ) ( , )

( ) ( ) (1)

G x ή a

G x ί a

G a G ά

συνεχ ς στο β

παραγωγ σιµη στο β
β β σει της




 =  ισχύουν οι πρὁποθέσεις του Θ. Rolle άρα θα υπάρχει χ0 

ώστε G’(x0)=0 ⇒

'

'
0 0

( ) ( )

( ) ( ) 0

G x f x

G x f x

 =


= =  
 

    
    ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει κ ακριβκ ακριβκ ακριβκ ακριβώςώςώςώς    ρίζες διαφορετικές.ρίζες διαφορετικές.ρίζες διαφορετικές.ρίζες διαφορετικές.    
    

    
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ: : : :     
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α. δείχνουµε ότι έχει κ τουλάχιστον ρίζες(π.χ κ φορές Θ. α. δείχνουµε ότι έχει κ τουλάχιστον ρίζες(π.χ κ φορές Θ. α. δείχνουµε ότι έχει κ τουλάχιστον ρίζες(π.χ κ φορές Θ. α. δείχνουµε ότι έχει κ τουλάχιστον ρίζες(π.χ κ φορές Θ. BolzanoBolzanoBolzanoBolzano))))    
β. ∆εν έχει περισσότερες από κ ρίζες ( Με άτοπο Θ. β. ∆εν έχει περισσότερες από κ ρίζες ( Με άτοπο Θ. β. ∆εν έχει περισσότερες από κ ρίζες ( Με άτοπο Θ. β. ∆εν έχει περισσότερες από κ ρίζες ( Με άτοπο Θ. RolleRolleRolleRolle))))    
    
Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση ffff((((xxxx)=0 έχει µία µόνο ρίζα (ακριβώς µία) )=0 έχει µία µόνο ρίζα (ακριβώς µία) )=0 έχει µία µόνο ρίζα (ακριβώς µία) )=0 έχει µία µόνο ρίζα (ακριβώς µία) σε διάστηµα ∆,    
θα δείχνουµε πρώτα ότι έχει µία τουλάχιστο ρίζα στο ∆ και στη συνέχεια ότι είναι 
µοναδική.  
 
Την ύπαρξη της ρίζας µπορούµε να την βρούµε µε τους παρακάτω τρόπουΤην ύπαρξη της ρίζας µπορούµε να την βρούµε µε τους παρακάτω τρόπουΤην ύπαρξη της ρίζας µπορούµε να την βρούµε µε τους παρακάτω τρόπουΤην ύπαρξη της ρίζας µπορούµε να την βρούµε µε τους παρακάτω τρόπους: 

  α) ∆ουλεύοντας µε    BOLZANOBOLZANOBOLZANOBOLZANO στο διάστηµα που µας δίνεται ή σε διάστηµα που 
βρίσκουµε εµείς. 
  β) Βλέποντας µήπως υπάρχει προφανής ρίζα. 
  γ) ∆ουλεύοντας µε τα όρια της  στα άκρα του πεδίου ορισµού της αν αυτό είναι 
ανοικτό διάστηµα. 
 

Τη µοναδικότητα της ρίζας µπορούµε να την διαπιστώσουµε µε τους παρακάτω τρόπουςΤη µοναδικότητα της ρίζας µπορούµε να την διαπιστώσουµε µε τους παρακάτω τρόπουςΤη µοναδικότητα της ρίζας µπορούµε να την διαπιστώσουµε µε τους παρακάτω τρόπουςΤη µοναδικότητα της ρίζας µπορούµε να την διαπιστώσουµε µε τους παρακάτω τρόπους: 
  α) Αποδεικνύοντας ότι η f(x)  είναι γγγγνήσια µονότονηνήσια µονότονηνήσια µονότονηνήσια µονότονη.  
  β) Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα    ROLLEROLLEROLLEROLLE ως εξής: 

Θα υποθέτουµε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει δύο ρίζες  ρ ρ1 2≠  στο ∆, θα εφαρµόζουµε το                             

θεώρηµα    ROLLEROLLEROLLEROLLE    στο [ρ1,ρ2] και θα καταλήγουµε σε άτοπο. 
    
 

ΠαράδειγµαΠαράδειγµαΠαράδειγµαΠαράδειγµα    ----1   ∆είξτε οτι η εξίσωση x1   ∆είξτε οτι η εξίσωση x1   ∆είξτε οτι η εξίσωση x1   ∆είξτε οτι η εξίσωση x5555+5x+1=0 (1) έχει +5x+1=0 (1) έχει +5x+1=0 (1) έχει +5x+1=0 (1) έχει µια ακριβώςµια ακριβώςµια ακριβώςµια ακριβώς    ρίζα στο ρίζα στο ρίζα στο ρίζα στο 
διάστηµα (διάστηµα (διάστηµα (διάστηµα (----1,2) 1,2) 1,2) 1,2)     

    
Λύση Λύση Λύση Λύση     
Θεωρούµε τη συνάρτηση f: f(x)=x5+5x+1 και παρατηρούµε οτι είναι συνεχής στο     [-1,2], f(-
1)=-5, f(2)=43 οπότε εφαρµόζεται το Θ.Bolzano και εποµένως η f έχει µια τουλάχιστον ρίζα ρ 
στο (-1,2). Θα δείξουµε οτι η εξίσωση δενδενδενδεν έχει δύο ρίζες , άρα τελικά έχει µια ρίζα ακριβώς. 
`Έχουµε 2 τρόπους: 
    
1ος:1ος:1ος:1ος: Παρατηρούµε οτι αν η f είχε και δεύτερη ρίζα στο (-1,2), (έστω χ1 χ2 οι ρίζες) τότε 
επειδή είναι παραγωγίσιµη στο [-1, 2] θα ίσχυε το Θ.Rolle στο [x1, x2] υποσύνολο του [-1, 2] 
και άρα θα υπήρχε  x0∈(x1, x2), άρα x0∈(-1,2)  ώστε f’(x0)=0. Όµως f’(x)=5x4+5≠0; Άρα 
έχουµε άτοπο στο οποίο καταλήξαµε δεχόµενοι ότι η f έχει και 2η ρίζα στο (-1, 2). Άρα η f 
έχει   µια µόνο ρίζα στο διάστηµα αυτό. 
2ος:2ος:2ος:2ος: Αφού  f΄(x)=5x4+5=5(x4+1)>0 αυτό σηµαίνει οτι η f είναι αύξουσα στο R άρα και 
στο (-1, 2) και άρα έχει ακριβώς µια ρίζα. 
 

Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα Παράδειγµα ----2222                        Έστω η συνάρτηση Έστω η συνάρτηση Έστω η συνάρτηση Έστω η συνάρτηση ffff: : : : ffff((((xxxx)=)=)=)=xxxx((((xxxx----1)(1)(1)(1)(xxxx----2)(2)(2)(2)(xxxx----3). ∆είξτε οτι η εξίσωση 3). ∆είξτε οτι η εξίσωση 3). ∆είξτε οτι η εξίσωση 3). ∆είξτε οτι η εξίσωση ffff΄(΄(΄(΄(x)=O x)=O x)=O x)=O έχει έχει έχει έχει 
τρεις ακριβώς ρίζτρεις ακριβώς ρίζτρεις ακριβώς ρίζτρεις ακριβώς ρίζεςεςεςες    στο στο στο στο RRRR    

Λύση Λύση Λύση Λύση     
Παρατηρούµε οτι η εξίσωση f(x)=0 έχει τέσσερις ρίζες τις 0, 1, 2, 3 και επειδή η f είναι 
παραγωγίσιµη σε καθένα από τα διαστήµατα [0, 1], [1, 2], [2, 3] άρα η εξίσωση f΄(x)=0 έχει 
µια τουλάχιστον ρίζα σε καθένα από τα διαστήµατα (0, 1), (1, 2), (2, 3) δηλαδή έχει τρεις 
τουλάχιστον ρίζες. Ακόµα βλέπουµε οτι η f είναι 4ου βαθµού πολυωνυµική συνάρτηση και 
άρα η f΄(x) είναι 3ου βαθµού δηλαδή έχει τρεις το πολύ πραγµατικές ρίζες. Άρα τελικά έχει 3 
ακριβώς  ρίζες πραγµατικές. 
    

Άσκηση 1 Να δείξετε όΆσκηση 1 Να δείξετε όΆσκηση 1 Να δείξετε όΆσκηση 1 Να δείξετε ότι η εξίσωσητι η εξίσωσητι η εξίσωσητι η εξίσωση    ( ) 012.1 1 =−+ +xx     έχει έχει έχει έχει µόνο µίαµόνο µίαµόνο µίαµόνο µία    ρίζα στο διάστηµα ρίζα στο διάστηµα ρίζα στο διάστηµα ρίζα στο διάστηµα 

( )0,1− ....    

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
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Ορίζω τη συνάρτηση  Ορίζω τη συνάρτηση  Ορίζω τη συνάρτηση  Ορίζω τη συνάρτηση   ( ) 1( ) 1 .2 1xf x x += + −  

    

Με Θ.Με Θ.Με Θ.Με Θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano    έχω: έχω: έχω: έχω: 
( 1) 1 0

( 1) (0) 0
(0) 2 1 1 0

f
f f

f

− = − < 
⇔ − < 

= − = > 
        επίσης η f είναι συνεχής 

στο (-1,0) , άρα σύµφωνα µε BOLZANO υπάρχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα (-1,0) 
Για τη µοναδικότητα της ρίζας : ∆έχοµαι ότι έχει δύο ρίζες και µε Θεώρηµα Rolle οδηγούµαι 
σε άτοπο. Πράγµατι : 
Αν η f έχει δύο ρίζες  τότε : f(ρ1)=f(ρ2)=0  , οπότε σύµφωνα µε Rolle υπάρχει ξ ώστε f΄(ξ)=0 

Αλλά  ( )'' 1 1 1( ) 1 .2 ( 1)2 ln 2 2 (1 ( 1) ln 2) 0x x xf x x x x+ + += + + + = + + =  άτοπο αφού : 

-1<χ<0⇔ 0<χ+1<1  από προηγούµενη σχέση f΄(χ)>0  
                                                        

Άσκηση 2  Αν Άσκηση 2  Αν Άσκηση 2  Αν Άσκηση 2  Αν 0≠α και και και και ν άρτιος άρτιος άρτιος άρτιος να δείξετε ότι η εξίσωσηνα δείξετε ότι η εξίσωσηνα δείξετε ότι η εξίσωσηνα δείξετε ότι η εξίσωση    ( ) 0=+−+ ννν α axx     έχει έχει έχει έχει µόνο µόνο µόνο µόνο 

µίαµίαµίαµία    ρίζα .ρίζα .ρίζα .ρίζα .    
ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

Ορίζω τη συνάρτηση         ( ) ( )f x x xν ν να α= + − +  

Παρατηρώ ότι : (0) 0 (0 ) 0f ν ν να α= + − + =   άρα µία τουλάχιστον ρίζα είναι η χ=0 

Για τη µοναδικότητα της ρίζας : ∆έχοµαι ότι έχει δύο ρίζες και µε Θεώρηµα Rolle οδηγούµαι 
σε άτοπο. Πράγµατι : 
 
Εστω ότι η f έχει δύο ρίζες τότε: f(ρ1)=f(ρ2)=0 ,οπότε σύµφωνα µε Rolle υπάρχει ξ ώστε 
f΄(ξ)=0 

Αλλά  
' 1 1 ' 1 1( ) ( ) ( ) 0 ( )f x x x x x xν ν ν νν ν α α ν ν α− − − −= − + + = ⇔ = +  

1
1 1( ) 0

ό

x x x x a a
ν περιτ ς

ν να
−

− −⇔ = + = + ⇔ =⇔  άτοπο. 

 
    

Άσκηση 3 ΑνΆσκηση 3 ΑνΆσκηση 3 ΑνΆσκηση 3 Αν ( ) 2ln −+= xxexf x
    να δείξετε ότι η εξίσωση να δείξετε ότι η εξίσωση να δείξετε ότι η εξίσωση να δείξετε ότι η εξίσωση ffff((((xxxx)=0)=0)=0)=0    έχει έχει έχει έχει µόνοµόνοµόνοµόνο        µίαµίαµίαµία        

ρίζα στο διάστηµα  ρίζα στο διάστηµα  ρίζα στο διάστηµα  ρίζα στο διάστηµα  ( )1,0 ....    

 

 

 

Ασκήσεις πΑσκήσεις πΑσκήσεις πΑσκήσεις που  µας ζητάνε να βρούµε κάποιο ξου  µας ζητάνε να βρούµε κάποιο ξου  µας ζητάνε να βρούµε κάποιο ξου  µας ζητάνε να βρούµε κάποιο ξ∈(α,β) ώστε να (α,β) ώστε να (α,β) ώστε να (α,β) ώστε να 
ισχύει µια σχέση.ισχύει µια σχέση.ισχύει µια σχέση.ισχύει µια σχέση.    Παράγουσα (Αρχική)  συνάρτηση Παράγουσα (Αρχική)  συνάρτηση Παράγουσα (Αρχική)  συνάρτηση Παράγουσα (Αρχική)  συνάρτηση ––––        
                                                                                                ΑντιπαραγώγισηΑντιπαραγώγισηΑντιπαραγώγισηΑντιπαραγώγιση    

 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1    
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ    

 Όταν θέλουµε  να δείξουµε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείοξ  σε διάστηµα ∆  ώστε να 

 ισχύει κάποια σχέση στην οποία υπάρχει παράγωγοςυπάρχει παράγωγοςυπάρχει παράγωγοςυπάρχει παράγωγος, θα µεταφέρουµε όλους τους όρους 
της  
σχέσης στο πρώτο µέλος και θα καταλήγουµε σε µία ισότητα της µορφής  f(ξ)=0.  
Στη συνέχεια θα ορίζουµε τη συνάρτηση f(x), θα βρίσκουµε µία συνάρτηση g(x)  

για την οποία ισχύει  ( ) ( )xfxg =′ και θα εφαρµόζουµε το θεώρηµα    ROLLEROLLEROLLEROLLE  για τη  

g(x) στο διάστηµα ∆. 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ � 4 
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Παράδειµα: ∆ίνεται µία συνάρτησηΠαράδειµα: ∆ίνεται µία συνάρτησηΠαράδειµα: ∆ίνεται µία συνάρτησηΠαράδειµα: ∆ίνεται µία συνάρτηση φ    συνεχής στο [1,2], παραγωγίσιµη στο (1,2) συνεχής στο [1,2], παραγωγίσιµη στο (1,2) συνεχής στο [1,2], παραγωγίσιµη στο (1,2) συνεχής στο [1,2], παραγωγίσιµη στο (1,2)     

και τέτοια ώστε να ισχύει ηκαι τέτοια ώστε να ισχύει ηκαι τέτοια ώστε να ισχύει ηκαι τέτοια ώστε να ισχύει η    σχέση φ(2)σχέση φ(2)σχέση φ(2)σχέση φ(2)----φ(1)=3. Να δείξετε ότι υπάρχει σηµείοφ(1)=3. Να δείξετε ότι υπάρχει σηµείοφ(1)=3. Να δείξετε ότι υπάρχει σηµείοφ(1)=3. Να δείξετε ότι υπάρχει σηµείο ( )2,1∈ξ     

τέτοιο ώστε : τέτοιο ώστε : τέτοιο ώστε : τέτοιο ώστε : ( ) ξξϕ 2=′     

Λύση Λύση Λύση Λύση     

( ) ( )2 2 0φ ξ ξ φ ξ ξ′ ′= ⇔ − =  

Ορίζουµε την συνάρτηση f(x)=φ΄(χ)-2χ 
Βρίσκουµε την αρχική συνάρτηση της f(x) .την  G(x)=φ(x)-x2        διότι : διότι : διότι : διότι : 

2( ) ( ( ) ) ( ) 2G΄ x x x ΄ ΄ x xϕ ϕ= − = −  

Εφαρµόζω το Θ.Rolle στο [1,2] για την G(x) 

( ) [1,2]

( ) (1,2)

(1) (1) 1

(2) (2) 4 (1) 3 4 (1) 1

G x ή

G x ί

G

G

συνεχ ς στο
αραγωγ σιµηστο

ϕ
ϕ ϕ ϕ


 Π


= −
 = − = + − = −

    

    

Αρα ισχύουν οι πρὁποθέσεις Rolle άρα υπάρχει ξ ∈  (1,2) ώστε : ( ) 0G΄ ξ =  

Αλλα ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 0 ( ) 2G΄ x ΄ x x G΄ ΄ ΄ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ξ= − ⇒ = − = ⇔ =  

 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2    
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ    

 Όταν θέλουµε  να δείξουµε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείοξ  σε διάστηµα ∆  έτσι  

ώστε να ισχύει κάποια σχέση στην οποία δεν  υπάρχει παράγωγοςδεν  υπάρχει παράγωγοςδεν  υπάρχει παράγωγοςδεν  υπάρχει παράγωγος, θα µεταφέρουµε όλους 
 τους όρους της σχέσης στο πρώτο µέλος και θα καταλήγουµε σε µία ισότητα της µορφής   
f(ξ)=0 . Στη συνέχεια θα θεωρούµε τη συνάρτηση f(x),και θα εφαρµόζουµε γι’ αυτήν  
το θεώρηµα BOLZANOBOLZANOBOLZANOBOLZANO στο διάστηµα ∆. 
Αν δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε το θεώρηµα BOLZANOBOLZANOBOLZANOBOLZANO θα βρίσκουµε µία συνάρτηση 
g(x)  

για την οποία ισχύει  ( ) ( )xfxg =′ και θα εφαρµόζουµε το θεώρηµα    ROLLEROLLEROLLEROLLE  για τη g(x)   

στο διάστηµα  ∆. 
    

Παράδειγµα  Αν Παράδειγµα  Αν Παράδειγµα  Αν Παράδειγµα  Αν 0
234

=+++ δ
γβα

    να δείξετε ότι υπάρχει ένα να δείξετε ότι υπάρχει ένα να δείξετε ότι υπάρχει ένα να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστοντουλάχιστοντουλάχιστοντουλάχιστον    

σηµείοσηµείοσηµείοσηµείο ( )1,0∈ξ     τέτοιο ώστετέτοιο ώστετέτοιο ώστετέτοιο ώστε δβξγξαξ −−=+ 23
     

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
Ορίζουµε την συνάρτηση f(x)=αx3+βx2+γx+δ 
Με το θεώρηµα BOLZANOBOLZANOBOLZANOBOLZANO στο διάστηµα [0,1] έχω : 

1) Η f συνεχής στο R άρα και στο [0,1]    
2) f(0)=δ    
3) f(1)=α+β+γ+δ      ⇒  f(0)f(1)  ;;;;;;;;;    

 
Με το θεώρηµα Rolle και παράγουσα  στο διάστηµα [0,1] έχω : 

Βρίσκω µια παράγουσα της f(x) την G(x)=    
4 3 2

4 3 2

x x x
x

α β γ
δ+ + +     

Εφαρµόζω το Θ.Rolle στο [0,1] για την G(x) 

( ) [0,1]

( ) (0,1)

(0) 0

(1) 0
4 3 2

G x ή

G x ί

G

G

συνεχ ς στο
αραγωγ σιµηστο

α β γ
δ


 Π

=

 = + + + =

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Αρα ισχύουν οι πρὁποθέσεις Rolle άρα υπάρχει ξ ∈  (0,1) ώστε : ( ) 0G΄ ξ =  

Αλλα 

'4 3 2
3 2( ) 0

4 3 2

x x x
G΄ x x ax x x

α β γ
δ β γ δ

 
= + + + = + + + = 
 

 

∆ηλαδή : 
3 2 3 20a aξ βξ γξ δ ξ γξ βξ δ+ + + = ⇔ + = − −  

    

 
Άσκηση 1Άσκηση 1Άσκηση 1Άσκηση 1 
Θεωρούµε τη συνάρτηση  g παραγωγίσιµη στο R µε g(0)=0. 
α) Βρείτε το g(1), αν γνωρίζουµε ότι f(x)=g(x)-x2 ικανοποιεί τις πρὁποθέσεις του Θ. Rolle 
στο [0,1]. 
β) ∆είξτε ότι υπάρχει x0∈(0,1) τέτοιος ώστε g’(x0)=2x0  
    
Λύση:Λύση:Λύση:Λύση:    
α) Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο [0,1], αρκεί f(0)=f(1) 
Όµως f(0)=g(0)-0=0       και    f(1)=g(1)-1   ∆ηλαδή πρέπει το g(1)-1=0 , άρα g(1)=1 
β) g’(x0)=2x0 ⇔ g’(x0)-2x0=0      (1) 
    για να υπάρχει χ0 που να ικανοποιεί την (1) πρέπει η εξίσωση g’(x)-2x=0 να έχει µία 
τουλάχιστον ρίζα στο (0,1), δηλαδή η συνάρτηση  h(x)=g’(x)-2x να έχει µία τουλάχιστον 
ρίζα στο (0,1).  
√ √ √ √ Με  Bolzano δεν µπορώ να βρώ το h(0)h(1)   
 
√ √ √ √ αναζητούµε συνάρτηση (αρχική-παράγουσα) της οποίας η παράγωγος να είναι h(x)=g’(x)-
2x   
Παρατηρούµε ότι αν G(x)=g(x)-x2 τότε G’(x)=g’(x)-2x=h(x) 
Θα εφαρµόσουµε το Θ.Rolle για την G στο [0,1]  
Ισχύουν οι πρὁποθέσεις από το ερώτηµα α) άρα θα µηδενίζεται σε ένα τουλάχιστον χ0 του 
(0,1) , που είναι το ζητούµενο. 
 

Άσκηση 2  Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιµη Άσκηση 2  Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιµη Άσκηση 2  Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιµη Άσκηση 2  Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιµη στο (0,1).  Αν ισχύει οτι στο (0,1).  Αν ισχύει οτι στο (0,1).  Αν ισχύει οτι στο (0,1).  Αν ισχύει οτι 
f(1)=f(0)+1, δείξτε οτι υπάρχει ξf(1)=f(0)+1, δείξτε οτι υπάρχει ξf(1)=f(0)+1, δείξτε οτι υπάρχει ξf(1)=f(0)+1, δείξτε οτι υπάρχει ξ∈ (0,1) ώστε f ’(ξ)=1995ξ(0,1) ώστε f ’(ξ)=1995ξ(0,1) ώστε f ’(ξ)=1995ξ(0,1) ώστε f ’(ξ)=1995ξ1994199419941994....    

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
Βάζω στην σχέση που θέλω να αποδείξω όπου ξ το χ και έχω όταν τα πάω στο 1ο   
µέλος: f’(x)-1995χ1994=O ⇒ [f(x)-x1995]’=0. 
Αυτή ήταν και όλη η δυσκολία της άσκησης. Θέτω τώρα h(χ)=f(x)-x1995 και κάνω το  
Θεώρηµα του  Rolle. 
●     h συνεχής σαν διαφορά συνεχών συναρτήσεων στο (0,1). 
●     h παραγωγίσιµη µε h’(χ)=f’(x)-1995x1994. 
●     h(0)=f(0),h(1)=f(1)-1=f(0)+1-1=f(0)=h(0). 
άρα υπάρχει ξ∈(0,1) τέτοιο ώστε h’(ξ)=0⇒ f’(ξ)-1995ξ1994=0 ⇒ f’(ξ)=1995ξ1994. 
 

Άσκηση 3     Αν f,g  παραγωγίσιµες στο [α,β] δείξτε οτι υπάρχει ξΆσκηση 3     Αν f,g  παραγωγίσιµες στο [α,β] δείξτε οτι υπάρχει ξΆσκηση 3     Αν f,g  παραγωγίσιµες στο [α,β] δείξτε οτι υπάρχει ξΆσκηση 3     Αν f,g  παραγωγίσιµες στο [α,β] δείξτε οτι υπάρχει ξ∈ (α,β):(α,β):(α,β):(α,β):    
    [f(α)[f(α)[f(α)[f(α)----f(β)]g’(ξ) = [g(α)f(β)]g’(ξ) = [g(α)f(β)]g’(ξ) = [g(α)f(β)]g’(ξ) = [g(α)----g(β)]f’ξ)g(β)]f’ξ)g(β)]f’ξ)g(β)]f’ξ)    

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
Αρκεί να δείξω οτι: [f(α)-f(β)]g’(ξ) - [g(α)-g(β)]f’ξ)=Ο 

                                   ⇑              ⇑  
                                 σταθερές ποσότητες 
για κάποιο ξ∈(α,β),δηλαδή οτι η προηγούµενη εξίσωση έχει µια ρίζα τουλάχιστον. 
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√√√√To Θ.Bolzano 
δεν εφαρµόζεται 
για την 
συνάρτηση κ(χ) = 
[f(α)-f(β)].g’(x) - [g(α)-g(β)]f’(x) αφού δεν µπορούµε να βρούµε το πρόσηµο του κ(α).κ(β) .  
√ √ √ √ Ελέγχω σύµφωνα     σύµφωνα µε τη 3η κατηγορία θεωρώ την συνάρτηση G(χ) όπου G’(χ) = 
κ(χ) ,   G(χ) = [f(α) - f(β)].g(x) - [g(α) - g(β)].f(x) . 
Βλέπω οτι ισχύει το Θ.Rolle (εύκολα G(α)=G(β)) και άρα υπάρχει ξ∈(α,β) τέτοιο ώστε G’(ξ) 
= Ο ⇔  κ(ξ) =0 .  
 
Για την εύρεση της παράγουσας (αντιπαραγώγου)  συνάρτησης G(χ)  µε  G΄(χ)=h(x).  
∆είτε µερικές βασικές µορφές: 
 
ΑπλήΑπλήΑπλήΑπλή    ΣύνθετηΣύνθετηΣύνθετηΣύνθετη    
  

'1

1

x
x

ν
ν

ν

+ 
=  + 

 

'1
' ( )

( ) ( )
1

f x
f x f x

ν
ν

ν

+ 
=  + 

 

( )'1
2 x

x
=  ( )

' '( )
2 ( )

( )

f x
f x

f x
=  

( )'x xe e=  ( )'( ) ' ( )( )f x f xe f x e=  

ηµχ=(-συνχ)’ ( )''( ) ( ) ( )f x f x f xηµ συν= −  

συνχ=(ηµχ)΄ ( )''( ) ( ) ( )f x f x f xσυν ηµ=  

'1
(ln | |)x

x
=  ( )

'
'( )

ln | ( ) |
( )

f x
f x

f x
=  

'

2

1 1

x x
 = − 
 

 

''( ) 1

( ) ( )

f x

f x f x

 
= − 
 

 

 
Ακόµα :Ακόµα :Ακόµα :Ακόµα : 1) 2f(x)f΄(x)=[f²(x)]’ 
                 2) f ΄΄(x)f(x)+[f΄(x)]²=[f΄(x)f(x)]΄. 
                 3) epx[f΄(x)+pf(x)] = [epx.f(x)]΄.  
                 4) g(x)f΄(x)+f(x)g΄(x)+f(x)g(x)=ex g(x)f’(x)+ ex f(x)g’(x)+ exf(x)g(x)=( exf(x)g(x))’ 
 

    

    
ΑΣΚΗΣΗ  1ΑΣΚΗΣΗ  1ΑΣΚΗΣΗ  1ΑΣΚΗΣΗ  1ηηηη    (Κατηγορία (Κατηγορία (Κατηγορία (Κατηγορία ----1)1)1)1)    

Αν ισχύει ,)(
2

2 xxdttf
x

x
−≥∫  για κάθε Rx∈ και η f είναι παραγωγίσιµη στο R. Να δείξετε ότι 

υπάρχει: 
 ξ 0)(':)1,0( =∈ ξf  

 
Άσκηση 2Άσκηση 2Άσκηση 2Άσκηση 2ηηηη    (4.44 ∆υναµικό(4.44 ∆υναµικό(4.44 ∆υναµικό(4.44 ∆υναµικό----    κατηγορία 1)κατηγορία 1)κατηγορία 1)κατηγορία 1)    

    

ΑΣΚΗΣΕΙΣΑΣΚΗΣΕΙΣΑΣΚΗΣΕΙΣΑΣΚΗΣΕΙΣ        στο Θεώρηµα στο Θεώρηµα στο Θεώρηµα στο Θεώρηµα RolleRolleRolleRolle    
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Έστω f και g  δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστηµα [0,2] για τις οποίες υποθέτουµε ότι 

ισχύει 
2 2

0 0

( ) ( )f x dx g x dx=∫ ∫  και F(x) ,G(x) αρχικές συναρτήσεις των f, g  αντίστοιχα στο [0,2]. 

Αποδείξετε ότι :  
α) Η συνάρτηση h(x)=F(x)-G(x) ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle στο 
διάστηµα [0,2]  
β) Υπάρχει ένας τουλάχιστον x0   τέτοιος ώστε να ισχύει f(x0)=g(x0) 
 
 
Άσκηση 3Άσκηση 3Άσκηση 3Άσκηση 3ηηηη    (Κατηγορία 1)(Κατηγορία 1)(Κατηγορία 1)(Κατηγορία 1)    

Για τη συνάρτηση f µε 
2

3

( 1) , 2 1
( )

( 1) , 1 0

x
f x

x x

αν χ
αν

 + − ≤ ≤ −
= 

+ − < ≤
να αποδείξετε ότι υπάρχει x0∈(-2,0) 

µε       f ‘(x0)=0 
 
Άσκηση 4Άσκηση 4Άσκηση 4Άσκηση 4ηηηη        (Κατηγορία 1(Κατηγορία 1(Κατηγορία 1(Κατηγορία 1----Μπαραλός σελ 156)Μπαραλός σελ 156)Μπαραλός σελ 156)Μπαραλός σελ 156)    
∆είξτε ότι υπάρχει σηµείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x)=(x-3)lnx , µε 
τετµηµένη x0 στο διάστηµα (1,3)  στο οποίο η εφαπτοµένη είναι παράλληλη στον άξονα χχ’ 
 
        
Άσκηση 5Άσκηση 5Άσκηση 5Άσκηση 5ηηηη     (Κατηγορία 2)(Κατηγορία 2)(Κατηγορία 2)(Κατηγορία 2)Να δείξετε ότι η εξίσωση χ5-3χ+1=0 έχει µία µόνο πραγµατική λύση 
στο διάστηµα (1,2) 
 
Άσκηση 6Άσκηση 6Άσκηση 6Άσκηση 6ηηηη      Να αποδειχθεί  ότι η εξίσωση lnx=x-1 έχει µόνο την πραγµατική ρίζα χ=1 
 
Άσκηση 7Άσκηση 7Άσκηση 7Άσκηση 7ηηηη       Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση xex-ex+1=0 έχει µόνο την ρίζα x=0 
 
Άσκηση 8Άσκηση 8Άσκηση 8Άσκηση 8ηηηη       Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση x4+αx+β=0   (α,β ∈R) έχει το πολύ δύο πραγµατικές 
ρίζες. 
 
Άσκηση 9Άσκηση 9Άσκηση 9Άσκηση 9ηηηη     Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση x2ν+1+αx+β=0  (ν∈Ν*, α,β∈R) δεν µπορεί να έχει 
περισσότερες από 3 πραγµατικές ρίζες. 

Άσκηση 10Άσκηση 10Άσκηση 10Άσκηση 10ηηηη    (κατηγορία 2 Περίπτωση 3)(κατηγορία 2 Περίπτωση 3)(κατηγορία 2 Περίπτωση 3)(κατηγορία 2 Περίπτωση 3)    

    Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], όπου α >0 και ( ) 2f x dx a
β

α

= −∫ . Αν ισχύει   

ότι: f(χ)> 1, για κάθε χ∈(α, β) ‚ να αποδείξετε ότι η εξίσωση α + β+ ( )
x

a

f t dt∫ =x , έχει ακριβώς µια 

λύση στο (α, β).   
 

Άσκηση 11Άσκηση 11Άσκηση 11Άσκηση 11ηηηη        
∆είξτε ότι η εξίσωση χ2006=2006χ-ln(α2+1) , α∈R  (1) έχει δύο το πολύ ρίζες στο (0,2008) 
Άσκηση 12Άσκηση 12Άσκηση 12Άσκηση 12ηηηη    (κατηγορια 1)(κατηγορια 1)(κατηγορια 1)(κατηγορια 1)    

Έστω η συνάρτηση f µε 

2

1

, 0

( ) , 0

1 x

ax x x

xf x x

e

β γ + + ≤


=  >


+  
Να βρείτε τα α,β, γ∈R ώστε να εφαρµόζεται το Θ.Rolle για την f στο διάστηµα    [-1,1].  Να 

βρείτε το σηµείο x0 ∈(-1,1) µε  '
0( ) 0f x =  
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Άσκηση 13Άσκηση 13Άσκηση 13Άσκηση 13ηηηη    (κατηγορία 1) (κατηγορία 1) (κατηγορία 1) (κατηγορία 1)     
Να βρείτε τα α,β,γ ∈R ώστε να ισχύει το θ.Rolle για τη συνάρτηση f µε 

2

3 2

1 , 1 0
( )

2 , 0 1

x x x
f x

x x x x

α αν
β γ αν

 + + − ≤ ≤
= 

+ + + < ≤
 . Μετά να βρείτε το 0 ( 1,1)x ∈ −  µε f ΄(x0)=0 

 
Άσκηση 14Άσκηση 14Άσκηση 14Άσκηση 14ηηηη    (κατηγορία 3 (κατηγορία 3 (κατηγορία 3 (κατηγορία 3 ----394 Ξένος)394 Ξένος)394 Ξένος)394 Ξένος)    
Έστω µια συνάρτηση f  συνεχής στο [α,β] , παραγωγίσιµη στο (α,β) και f(α)=f(β)=0. ∆ίνεται 

και η συνάρτηση g µε ( ) ( )xg x e f xλ=  λ∈R . Να αποδείξετε ότι για κάθε λ∈R υπάρχει 

0 ( , )x α β∈  µε '
0 0( ) ( ) 0f x f xλ+ =  

 
Άσκηση 15Άσκηση 15Άσκηση 15Άσκηση 15ηηηη    (κατηγορία 3 (κατηγορία 3 (κατηγορία 3 (κατηγορία 3 ----401 Ξένος)401 Ξένος)401 Ξένος)401 Ξένος)    
Μια συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα [0,2] , παραγωγίσιµη στο (0,2) και ισχύει f(0)=2+f(2) 
. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ∈(0,2) µε f΄(ξ)=1-2ξ 

Άσκηση 16( Κατηγορία 3 )Άσκηση 16( Κατηγορία 3 )Άσκηση 16( Κατηγορία 3 )Άσκηση 16( Κατηγορία 3 ) . Η συνάρτηση f είναι είναι είναι είναι συνεχής στο [α, α, α, α, β].Να αποδείξετε ότι υπάρχει αποδείξετε ότι υπάρχει αποδείξετε ότι υπάρχει αποδείξετε ότι υπάρχει 
τουλάχιστον  ξ∈     (α, (α, (α, (α, β) τέτοιο ώστε: ώστε: ώστε: ώστε:     

 ( ) ( ) ( )f x dx f
α

ξ

ξ β ξ= −∫  

Ασκηση 17.Ασκηση 17.Ασκηση 17.Ασκηση 17. Έστω f µια συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα [0, π] για την οποία ισχύει 

0

( )
x

f x dx∫ =2  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας, τουλάχιστον, x0∈ (0,π) τέτοιος, ώστε  

f(χο)=ηµχο. 
 

Άσκηση 18 ∆ύο συναρτήσεις Άσκηση 18 ∆ύο συναρτήσεις Άσκηση 18 ∆ύο συναρτήσεις Άσκηση 18 ∆ύο συναρτήσεις ffff,,,,gggg    είναι συνεχείς στο [α,β] και παραγωγίσιµες στο (είναι συνεχείς στο [α,β] και παραγωγίσιµες στο (είναι συνεχείς στο [α,β] και παραγωγίσιµες στο (είναι συνεχείς στο [α,β] και παραγωγίσιµες στο (aaaa,,,,bbbb) και ) και ) και ) και 
ffff(α)(α)(α)(α)gggg(α)=(α)=(α)=(α)=ffff(β)(β)(β)(β)gggg(β). Να δείξετε ότι υπάρχει (β). Να δείξετε ότι υπάρχει (β). Να δείξετε ότι υπάρχει (β). Να δείξετε ότι υπάρχει 0 ( , )x α β∈     τέτοιο ώστε να είναι τέτοιο ώστε να είναι τέτοιο ώστε να είναι τέτοιο ώστε να είναι 

0 0 0 0'( ) ( ) ( ) '( ) 0f x g x f x g x+ = .... 

   Λύσεις των ασκήσεων στο Θ. Rolle 
    
Λύση άσκησης 1Λύση άσκησης 1Λύση άσκησης 1Λύση άσκησης 1ηςηςηςης    
Αρκεί να αποδείξουµε ότι ισχύει για την f το θεώρηµα θεώρηµα θεώρηµα θεώρηµα RolleRolleRolleRolle    στο [0,1] και συγκεκριµένα 
αρκεί να αποδείξουµε ότι f(0) = f(1) (αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο R) 

Έχουµε : 

)(},0)()(

0)()(0)(

0 0

2

0

0

22

2

2 2

xgRxxxdttfdttf

xxdttfdttfxxdttf

x x

x

x x

x

∈≥+−+−

⇔≥+−+⇔≥+−

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

Θέτουµε : g(x) = - Rxxxdttfdttf
x x

∈≥+−+∫ ∫ ,0)()( 2

0 0

2

  (1) τότε η g(x) είναι παραγωγίσιµη. 

Παρατηρούµε ότι g(0) = 0 και g(1) = 0. Τότε η σχέση (1) γράφεται : g(x) )0(g≥ και  g(x)≥g(1), 

για κάθε x R∈ . Άρα η g παρουσιάζει στις θέσεις x1= 0 και x2= 0  τοπικά ελάχιστα και 
σύµφωνα µε το θεωρ. θεωρ. θεωρ. θεωρ. FermatFermatFermatFermat είναι g΄(0) = 0 και g΄(1) = 0. 
Όµως g΄(x) =-f(x)+2xf(x2) – 2x + 1, για x R∈ . Οπότε έχουµε :  
g΄(0) 0=                      -f(0) + 1 = 0 ⇔  f(0) = 1 
και                 ⇔         και  
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g΄(1) = 0                      -f(1) + 2f(1) – 1 = 0 ⇔  f(1)=1 
 
∆ηλαδή f(0) = f(1), οπότε ισχύει το θεώρηµα Rolle για την f στο [0,1] και συνεπώς υπάρχει  
ξ 0)(:)1,0( =∈ ξf΄  

 
Λύση άσκησης 2 Λύση άσκησης 2 Λύση άσκησης 2 Λύση άσκησης 2     
f και g  δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστηµα [0,2] και 
2 2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ( ) ( )) 0 (2) (2) [ (0) (0)] 0

(2) (2) (0) (0)

f x dx g x dx f x g x dx F G F G

F G F G

= ⇒ − = ⇒ − − − = ⇒

− = −

∫ ∫ ∫  

α) 

 h(x) συνεχής στο [0,2]

h(x) παραγωγίσιµη στο (0,2)

      h(0)=F(0)-G(0)

h(2)=F(2)-G(2) 





⇒



 ισχύουν οι πρὁποθέσεις του Θ.Rolle στο[0,2] για τη h(x) 

β) άρα υπάρχει 0 (0,2)x ∈  ώστε h’(x0)=0 δηλαδή F’(x0)-G’(x0)=0 άρα f(x0)-g(x0)=0 

⇒ f(x0)=g(x0). 

Λύση άσκησης 10Λύση άσκησης 10Λύση άσκησης 10Λύση άσκησης 10ηςηςηςης         

Θεωρούµε τη    συνάρτηση g(x)=α+β+ ( )
x

a

f t dt∫ -x παραγωγίσιµη, εποµένως και συνεχής στο [α, β] Η g 

είναι συνεχής στο [α, β], ως άθροισµα συνεχών..  
g(α)=α+β+0 - α=β>0,διότι β>α και α>0  
g(β)=α+β-2α -β =-α <0, διότι α >0.          g(α)g(β) <0  Από Θ. Βοlzano  η εξίσωση g(x)=0 

⇔ α+β+ ( )
x

a

f t dt∫  =x     , , , , έχει τουλάχιστον µια λύση στο (α, β). , g’(x)=f(x)-1>0 άρα η g είναι γνησίως 

αύξουσα στο (α,β).  
Τελικά η λύση, η οποία προκύπτει από το Θ. Βοlzano, είναι µοναδική.  

Λύση της άσκησης 11Λύση της άσκησης 11Λύση της άσκησης 11Λύση της άσκησης 11ηςηςηςης        
    
(1)⇔  χ2006 -2006χ+ln(α2+1)=0 (2) Θεωρώ τη συνάρτηση f(x)= χ2006 -2006χ+ln(α2+1) αρκεί να 
δείξω ότι έχει το πολύ δύο ρίζες. 
Υποθέτουµε ότι έχει τρεις διαφορετικές ρίζες ρ1<ρ2<ρ3 δηλαδή f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρ3)=0 

• H f είναι παραγωγίσιµη στα [ρ1,ρ2] και [ρ2,ρ3] µε f ’(x)=2006 χ2005 -2006  (3) 
• f(ρ1)=f(ρ2)=f(ρ3)=0 

Άρα εφαρµόζεται το Θ. Rolle στα διαστήµατα [ρ1,ρ2] και [ρ2,ρ3] δηλαδή υπάρχουν  

1 1 2( , )ξ ρ ρ∈  και 2 2 3( , )ξ ρ ρ∈  ώστε '
1( ) 0f ξ =  και '

2( ) 0f ξ =  . Είναι όµως 
( )3

'( ) 0f ξ = ⇔ 2006 

ξ2005 -2006  =0⇔  ξ2005 =1   ⇔ ξ=1 ∆ηλαδή  η εξίσωση f ’(x)=0 έχει µόνο µίαµόνο µίαµόνο µίαµόνο µία ρίζα που είναι 
άτοπο. 
 
 
Λύση Λύση Λύση Λύση άσκησης 16άσκησης 16άσκησης 16άσκησης 16ηςηςηςης   

Θεωρούµε τη συνάρτηση   g(x)=(x-β) ( )f t dt
χ

α
∫ .   

Η g είναι συνεχής στο [α, β]  
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Η g είναι παραγωγίσιµη στο (α, β) µε  g’(x)= ( )f t dt
χ

α
∫ +(x-β)f(x).  

  g(α)=g(β)=0   
Από Θ. Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈     (α,β)  τέτοιο ώστε: 

'( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )
a

g x f t dt f f f t dt
ξ α

ξ

ξ β ξ ξ β ξ= ⇔ + − = ⇔ − =∫ ∫  

 
Λύση ασκησης 17Λύση ασκησης 17Λύση ασκησης 17Λύση ασκησης 17    

Αν G(x) µια αρχική της f(x) θα έχω : 
0

( ) ( ) (0) 2f x dx G G
π

π= − =∫   (1) 

Έστω ότι g(x)=f(x)-ηµx  µε θ. Bolzano θα έχω : 

( ) [0, ] ( ) [0, ]

(0) (0) 0 (0) (0) (0) ( )?

( ) ( ) ( ) ( )

g x ή g x ή

g f g f g g

g f g f

συνεχ ς στο π συνεχ ς στο π

ηµ π
π π ηµπ π π

 
 

= − ⇒ = ⇒ 
 = − =  ΄ 

Θα βρώ µια παράγουσα της g(x) έστω h(χ) δηλαδή   h’(x)=g(x) τότε h(x)=G(x)+συνx 
Θ.Rolle για την h(x) 

( ) [0, ]

( ) [0, ]

(0) (0) 0 (0) 1

( ) ( ) (0) 1 2 (0) 1 (0) 1

h x ή

h x ί

h G G

h G G G G

συνεχ ς στο π
παραγωγ σιµη στο π

συν
π π συνπ






= + = +
 = + = − = + − = +  ισχύουν οι πρὁποθέσεις του Θ. Rolle άρα 

θα υπάρχει χ0 ώστε h’(x0)=0 ⇒

' '

' '
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) 0 ( ) 0 ( )

h x G x x f x

h x G x x f x x

ηµ ηµχ
ηµ ηµ

 = − = −


= ⇒ − = ⇒ =     

Λύση ασκησης 18: 

Θεωρώ τη συνάρτηση h(x)=f(x)g(x). Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο [α,β] και 

παραγωγίσιµη στο (α,β), λόγω των αντίστοιχων ιδιοτήτων των f,g. Η παράγωγος της h είναι 
' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( )h x f x g x f x g x= +  

Τώρα έχουµε:  h(α)=f(α)g(α)=f(β)g(β)=h(β). Συνεπώς µπορώ να εφαρµόσω το θεώρηµα του 
Rolle στο διάστηµα (α,β). ∆ηλαδή υπάρχει 0 ( , )x α β∈ τέτοιο ώστε: 

'
0 0 0 0( ) 0 '( ) ( ) ( ) '( ) 0h x f x g x f x g x= ⇒ + =     

    
    
    
    
    
    
    
    
    
    


