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Ασκήσεις στις οποίες µας ζητάνε να εξετάσουµε αν εφαρµόζεται το 
Θ.Μ.Τ ή µας ζητάνε να προσδιορίσουµε τον ξ του Θ.Μ.Τ 
 

ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ  Εξετάζουµε αν ισχύουν οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ και λύνοντας την  εξίσωση του 
συµπεράσµατος του Θ.Μ.Τ  βρίσκουµε τον ξ. 
Προσοχή!! Όταν µας ζητάνε να δείξουµε οτι ισχύει το συµπέρασµα του Θ.Μ.Τ, δηλαδή οτι υπάρχει 

ξ∈(α,β):    

' ( ) ( )
( )

f f a
f

β
ξ

β α
−

=
−

   (1) τότε και αν δεν ισχύουν οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ µπορεί να 
υπάρχει το ξ που ζητάµε. Θα παίρνουµε λοιπόν την εξίσωση (1) θα βρίσκω το ξ και (αν υπάρχει) θα κοιτώ 
αν ανήκει στο (α,β). 
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Ασκήσεις στις οποίες µας ζητάνε να αποδείξουµε κάποια ανισότητα. 
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ Το είδος αυτό έχει 3 κατηγορίες 
ανάλογα µε το αν η ανίσωση περιέχει: 
i)    Η ανισότητα περιέχει παραµέτρους (Θ.Μ.Τ) 
ii)   Η ανισότητα περιέχει µεταβλητή (Θ.Μ.Τ ή 
µονοτονία ή ακρότατα) 
iii) Απόλυτα (Η ανισότητα περιέχει  παραµέτρους η 
µεταβλητή) 
 

Παράδειγµα  (Με παραµέτρους) 

Αν α<β, δείξτε οτι eα<

ae eβ

β α
−
−

 <eβ      

(1) 
 Λύση: Έστω η συνάρτηση f: f(x)=eχ ορισµένη στο [α,β] η οποία είναι παραγωγίσιµη στο [α,β] µε f/(x)=eχ    
(2). Άρα εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ για την f και εποµένως υπάρχει ξ∈(α,β) 

ώστε:

' ( ) ( )
( )

af f a e e
f e

a

β
ξβ

ξ
β α β
− −

= ⇒ =
− −

(3) 

Όµως η συνάρτηση eχ είναι όπως είναι γνωστό αύξουσα συνάρτηση και εποµένως αφού ξ∈(α,β) 
⇔ α<ξ<β ⇔ eα<eξ<eβ  ⇔  (3)  

Συµπέρασµα , Τα βήµατα είναι τα εξής: 
1) Βρίσκω το διάστηµα που θα εφαρµόσω το Θ.Μ.Τ, από τις παραµέτρους της ανίσωσης. Εδώ είναι τα 

α, β και επειδή α<β το διάστηµα είναι το (α,β). 
2) Βρίσκω την συνάρτηση από το µεσαίο µέλος της ανίσωσης αφού πρώτα την φέρω στην µορφή  

( ) ( )f f aβ
β α
−
−

   . Πολλές φορές λείπει το β-α και διαιρώ όλα τα µέλη µε αυτό, αφού πρώτα βρω 
το πρόσηµο του. 
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6 6. Θεώρηµα Mέσης 

Τιµής (Θ.Μ.Τ) 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ����1  

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ����2     

► Α̟όδειξη ανισοτήτων µε  Θ.Μ.Τ. 

•Φέρουµε την ανισότητα σε µορφή ̟ου να ̟εριέχει τον  λόγο  

f(β)-f(α)
β-α

  του θεωρήµατος µέσης τιµής 

•  Εκλέγουµε  µία κατάλληλη συνάρτηση  f και εφα ρµόζουµε 

το Θ.Μ.Τ. σε κατάλληλο διάστηµα [α,β] 

•Α̟ό την µονοτονία της f ΄  

και την διάταξη των σηµείων:  α < ξ < β  

συνθέτουµε την ζητούµενη ανισότητα 
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3) Εφαρµόζω το Θ.Μ.Τ  

4) Χρησιµοποιώ την  µονοτονία της 
'( )f x . 

 

Άσκηση  Αν ισχύει 
2

0
π

βα <<<  να δείξετε ότι 
2 2

1 1εϕβ εϕα
συν β β α συν α

−
< <

−
 

Λύση 
Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x)=εφ(x)  
ΘΜΤ στο [α,β] για την συνάρτηση f. Εύκολα παρατηρώ ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘΜΤ άρα: 

Υπάρχει ξ ώστε : ' ( ) ( )
( )

f f a
f

β εϕβ εϕα
ξ

β α β α
− −

= =
− −

 

Αλλά ' '
2 2

1 1
( ) ( )f x f

x
ξ

συν συν ξ
= ⇒ =  

Έτσι α<ξ<β⇔ συνα<συνξ<συνβ
όα τεταρτηµ ριο

⇔  

συν
2
α<συν2

ξ<συν2
β⇔

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

συν α συν ξ συν β συν β συν ξ συν α
> > ⇔ < <  

'
2 2 2 2

1 1 1 1
( )f

εϕβ εϕα
ξ

συν β συν α συν β β α συν α
−

⇔ < < ⇔ < <
−

 

 
Να λυθεί η άσκηση: 
Αν Ο<α<β<π/2 να δειχτεί ότι: (β-α).συνβ<ηµβ-ηµα< (β-α)συνα. 
 

Παράδειγµα (µε µεταβλητή) 
Να δειχτεί οτι αν χ∈(0,1) ισχύει: 1+x<eχ<1+ex. 

                         ………..0………………….χ ……………………1 ……………. 
Λύση:                                  1ο               2ο  
Η λύση είναι παρόµοια, αλλά εδώ δεν ξέρουµε σε ποιο διάστηµα να εφαρµόσουµε  το Θ.Μ.Τ. 
Επειδή x∈ (0,1) θα χρησιµοποιήσουµε ένα από τα δυο διαστήµατα (0,χ) ή (χ,1)  χωρίς να 
ξέρουµε από πριν ποιο. Αν δεν µας βγει το 1ο  που θα κάνουµε δοκιµάζουµε το 2ο και 
αντίστροφα.   
Έστω η f(x)=ex. Ισχύει το Θ.Μ.Τ στο (0,χ).Άρα  υπάρχει ξ∈(0,x): 

'( )f ξ = 

0( ) (0) 1

0

x xf x f e e e
e e

x x x
ξ ξ− − −

⇔ = ⇔ =
−

       (1) 

Όµως 0<ξ<x<1  Επειδή η f(x)=ex είναι αύξουσα συνάρτηση έχω e ° < e ξ < e χ < e 1  (1)  
0

1
1 ...... 1 1

xx
xe

e x e ex
x

>

⇔−
⇔ < < ⇔ + < < +   

Σηµείωση Οι ασκήσεις αυτού του είδους λύνονται και µε µονοτονία η ακρότατα.  
 
Παράδειγµα  (Με απόλυτα) 
Βγάζοντας το απόλυτο καταλήγω σε ένα από τα προηγούµενα είδη, ανάλογα µε το αν η άσκηση 
έχει παραµέτρους ή µεταβλητή. Πάντως οι ασκήσεις αυτές λύνονται και χωρίς να βγάλουµε το 
απόλυτο. 
 

Παράδειγµα: Να δειχτεί οτι αν π>β>α>0,    |ηµβ-ηµα|<β-α.  
Λύση  
Επειδή β>α  ⇔ β-α>0⇒ β-α=|β-α| και έχω 

 

| | | | 1
ηµβ ηµα

ηµβ ηµα β α
β α
−

− < − ⇔ <
−

 αφού |β-α|>0.Έστω η f(x)=ηµχ. Βλέπουµε οτι ισχύει το 

Θ.Μ.Τ στο [α,β] και άρα υπάρχει  ξ∈(α,β) τέτοιο ώστε f /(ξ) 

=
( ) ( )f fβ α ηµβ ηµα

συνξ
β α β α
− −

⇔ =
− −

    (2) 

Όµως  |συνξ|<1 (3)      αφού ξ∈(α,β) υποσύνολο του (0,π) άρα συνξ≠1. 
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Έτσι (2), (3)=>(1).(∆εν χρησιµοποιήσαµε µονοτονία αφού ισχύει η (3)) 

 

 

  

Σε αυτό το είδος άσκησης µας δίνουν πληροφορίες για την f’ και 
µας ζητάνε να δείξουµε µια σχέση που συµµετέχει η f ή 
αντίστροφα. 
 
 
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ Θα χρησιµοποιήσω το Θ.Μ.Τ αφού  αυτό µας δίνει σχέση που να περιέχει τις f, f’ 
 

Παράδειγµα : Έστω f παραγωγίσιµη στο [α,β] και |f/(x)|<κ  για κάθε χ∈(α,β) µε κ>Ο. 

∆είξτε ότι αν ξ1,ξ2
∈(α,β) τότε:     |f(ξ2)-f(ξ1)|<κ|ξ2-ξ1| 

Λύση : Προφανώς για την f ισχύει το Θ.Μ.Τ στο (α,β) άρα και στο (ξ1,ξ2) υποσύνολο του (α,β). Άρα 

υπάρχει ξ∈(ξ1,ξ2 )  ώστε : 

' '2 1 2 1

2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f f f f
f f

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− −

= ⇒ =
− −

    (1) Όµως 

ξ∈(α,β ) και άρα  

' 2 1
2 1 2 1

2 1

| ( ) ( ) |
| ( ) | | ( ) ( ) | | |

| |

f f
f f f

ξ ξ
ξ κ κ ξ ξ κ ξ ξ

ξ ξ
−

< ⇒ < ⇒ − < −
−

 

 

 

Στο είδος αυτό περιλαµβάνονται τρία είδη ασκήσεων που λύνονται 
µε Θ.Μ.Τ   αλλά µπορεί να λύνονται και µε άλλους τρόπους 
(ανάλογα µε τα δεδοµένα).  
 
 Οι µεθοδολογίες που περιγράφουµε είναι περισσότερο τρόποι σκέψης παρά λύσεις  ενός συγκεκριµένου 
είδους άσκησης. 
Άλλωστε και οι ασκήσεις περιγράφονται σε πολύ γενικό πλαίσιο που µπορεί να 
περιλαµβάνει πολλά είδη. 
 
Α-ΕΙ∆ΟΣ Ασκήσεις που µας ζητάνε να δείξουµε ότι f ’’(ξ)=Ο.  
 
Μέθοδος Εφαρµόζω Rolle στην f ’(x). Πολλές φορές όµως πριν από αυτό εφαρµόζω το Θ.Μ.Τ σε δυο 
διαστήµατα και βρίσκω (µε τα κατάλληλα δεδοµένα) ότι f/(α)=f/(β) οπότε µετά κάνω Rolle στο [α,β] για 
την f ’(x). 
 
Β-ΕΙ∆ΟΣ Ασκήσεις που µας ζητάνε να δείξουµε ότι f’(χ1)+f’(χ2)

+...+f’(χν)
=Ο.  

Μέθοδος Εφαρµόζω το Θ.Μ.Τ (θεωρητικά µπορεί να εφαρµοστεί και το Rolle) σε ν διαστήµατα. 
Συνήθως (χωρίς να είναι απαραίτητο), χωρίζω το αρχικό διάστηµα σε ν «ίσα» διαστήµατα. 
 
Άσκηση 1 Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιµη στο (α,β) και f(α)=f(β). Να 

αποδείξετε ότι υπάρχουν x1,x2  ∈(α,β) τέτοια ώστε να είναι 
' '

1 2( ) ( ) 0f x f x+ =  

Υπόδειξη: να χωρίσετε το [α,β] σε [α,
2

a β+
] και [

2

a β+
,β] και να εφαρµόσετε ΘΜΤ 

 
Γ-ΕΙ∆ΟΣ Ασκήσεις που στα δεδοµένα τους έχουν στοιχεία για τις διαφορές    α-β,  f(α)-f(β). 
Π.χ α,β,γ διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου, άρα γ-β=β-α. 
Μέθοδος Εφαρµόζω το Θ.Μ.Τ στα διαστήµατα που προκύπτουν από τις διαφορές. 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ����3     

ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ����4   
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Ας πούµε στο π.χ µε την αριθµητική πρόοδο στα διαστήµατα (α,β), (β,γ) αν βέβαια α<β<γ. 
 

Άσκηση : Έστω µια συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιµη στο R. Αν οι αριθµοί 
f(2),f(4),f(6) είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου , να αποδείξετε ότι υπάρχει 

ένας τουλάχιστον           x0 ∈(2,6) τέτοιος ώστε 
' '( ) 0f x =  

 
Σύντοµη Λύση : Πρέπει 2 f(4)= f(2)+f(6) 

Υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ1 ∈(2,4) ώστε 
'

1

(4) (2)
( )

4 2

f f
f ξ

−
=

−
  (1) 

Υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ2 ∈(4,6) ώστε   
'

2

(6) (4)
( )

6 4

f f
f ξ

−
=

−
  (2) 

Αλλά επειδή 2 f(4)= f(2)+f(6) Βάσει της (1) και (2)   έχω ότι : 
' '

1 2( ) ( )f fξ ξ=   

 

Τώρα εφαρµόζω Rolle στο [ξ1,ξ2] και έχω  
' '

0( ) 0f x =   

 

2.1  Θέµατα  που αφορούν την 1η Συνέπεια Θ. M. Τ 

 

 

Ζητείται να δειχθεί οτι µια συνάρτηση f είναι σταθερή σε ένα 
διάστηµα ∆ (στα εσωτερικά του σηµεία). 
 
ΤΙ ΚΑΝΟΥΜΕ Όταν θέλουµε να δείξουµε ότι µια συνάρτηση είναι σταθερή, σε ένα διάστηµα ∆, µπορούµε, 
εφόσον γίνεται, να δείξουµε ότι είναι παραγωγίσιµη και ότι   f΄(x)=0 στο ∆. Ως γνωστό το θεώρηµα δεν 
ισχύει σε ένωση διαστηµάτων.    Αν θέλουµε να δείξουµε ότι δύο συναρτήσεις είναι ίσες σε ένα διάστηµα , 
µπορούµε, εφόσον γίνεται, να δείξουµε ότι η διαφορά τους είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση µε παράγωγο 
0, οπότε η διαφορά τους θα είναι c , κατόπιν δείχνουµε ότι το c = 0. 
 

Ζητείται να αποδειχθεί σχέση στην οποία συµµετέχει σταθερά 
ποσότητα. Η σταθερά µπορεί να έχει την µορφή αριθµού η 
γράµµατος. 
 
1η παραλλαγή 
Τυχαία σταθερά (c)-γράµµα. 
Φέρνω τη σχέση στη µορφή κ(x)=c και δείχνω ότι κ'(x)=Ο. 
Παράδειγµα 

∆είξτε ότι  f'(x)=f(x)⇒ f(X)=cex. 

Λύση 

( )
( ) x

x

f x
f x ce c

e
= ⇔ =

. Άρα σύµφωνα µε 1η συνέπεια του Θ.Μ.Τ. αρκεί να δείξω ότι 
'

( )
0

x

f x

e
  = 
   έχω 

' '
'

2

( ) ( ) ( )
0 ( ) ( )

x x

x x

f x f x e f x e
ύ f x f x

e e
αφο

−  = = = 
   

 
2η παραλλαγή 
Συγκεκριµένη σταθερά - αριθµός . 
Φέρνω τη σχέση στη µορφή κ(χ)=ρ όπου ρ ο αριθµός της άσκησης. Ακολούθως όπως προηγουµένως 
δείχνω ότι κ(χ)=c και µετά θέτοντας όπου χ κάποιο αριθµό (αρχικές συνθήκες) βρίσκω ότι c=ρ. ∆ηλαδή 
πρώτα δείχνω ότι µια συνάρτηση είναι ίση µε µια σταθερά και µετά βρίσκω την σταθερά. 
 

Παράδειγµα 
Να δειχθεί ότι  ηµ²χ+συν²χ=1.  

Λύση 
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Έστω f(x)=ηµ²χ+συν²χ. ⇒    
 f΄(x)=2ηµχ.συνχ-2συνχ.ηµχ=0   Άρα f(x)=ηµ²χ+συν²χ=c, σταθερά. 

Θέτω χ=0 και έχω ηµ20+συν20=0 ⇒ c=1. Άρα ηµ²χ+συν²χ=1. 
Εδώ αρχική συνθήκη ήταν ότι f(0)=1.  
 

Άσκηση Αν για τις συναρτήσεις f , g ισχύουν f(0)=0  g(0)=1 και g’(x)=-f(x) , f ’(x) =g(x) 

, x R∈  να αποδείξετε ότι f2(x)+g2(x)=1 

 

2.2  Θέµατα  που αφορούν την 2η Συνέπεια Θ. M. Τ 

 
 
 
 

 

Χρησιµοποιούµε τον τύπο f'(χ)=g’(χ)  ⇔ f(χ)=g(χ)+c. 
 

Παράδειγµα 
Έστω f(3)(x)=g(3)(x) και f’’(0)=g’’(0)+1      (1)   f’(1)=g’(1)+2      (2)   
f(2)=g(2)+3  (3) 
Να βρεθεί η f(x)-g(x) (ή (f-g)(x)).    

Λύση 

f(3) (x)=g(3) (x)⇒ [f’’(x)]’=[g’’(x)]’  ⇒ f’’(x)=g’’(x)+c  ⇒ (f’(x))’=(g’(x)+cx)’ ⇒  f’(x)=g’(x)+cx+p 

⇒ f’(x)=(g(x)+

2

2

x
c  +px)’  ⇒ f(x)=g(x)+ 

2

2

x
c  +p.x+n 

Για x=0   ⇒ f’’(0)=g’’(0)+c  ⇒ c=1. 
 

Για x=1   ⇒ f’(1)=g’(1)+c1+p⇒ 1+p=2 ⇒ p=1. 

Για χ=2  ⇒…..⇒ p =-1 

Άρα  f(x)-g(x)= 

2

2

x
+x-1. 

 
 

Μας δίνουν µια σχέση σε αυτό το είδος την οποία εµείς τη 
φέρνουµε στη µορφή f’(x)=g’(x).  
 
Αυτή είναι η δυσκολία αυτού του είδους αφού ακολούθως εφαρµόζω το 1o είδος. Η µορφή αυτή είναι ίδια 
ουσιαστικά µε την τελευταία περίπτωση του Rolle. 
 

Παράδειγµα: Έστω f(x)=f’(x), f(0)=e²   (1). Να βρεθεί η συνάρτηση f.  
Λύση 
f(x)=f’(x)  ⇒ f(x)-f’(x)=O  ⇒ e-χ.(f(x)-f’(x))=O   ⇒  [ex. f(x)]'=0 ⇒ e-χ. f(x)=c ⇒ f(x)=cex (2). 

Για χ=0  έχω (2) ⇒ f(0)=c ⇒ c=e2 (3) 

(2),(3) ⇒ f(x)=e2.ex  ⇒ f(x)=e x+2. 

 
Ασκήσεις για λύση: 
α) Αν f’(x)=3.f(x), f(1)=e5 να βρεθεί η f(x). 

β) Αν f’(x)=
4

x
.f(x), f(1)=1 να βρεθεί η f(x). 

 
 

1 Η  Μ Ο Ρ Φ Η   ( Α Π Ο Π Α Ρ Α Γ Ω Γ Ι Σ Η )  

2 Η  Μ Ο Ρ Φ Η    
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Ανισώσεις µε παράγωγο f’(x)>g’(x). 
 
Η 2η συνέπεια του Θ.Μ.Τ (αποπαραγώγιση) δεν εφαρµόζεται στις ανισώσεις. Στις 
ανισώσεις αυτές δουλεύουµε έτσι ώστε να αποκτήσουµε πληροφορίες για την  µονοτονία της συνάρτησης. 
f'(x)>g'(x) ⇒ f'(x)-g'(x)>0 ⇒  (f-g)'(x)>0 ⇒  (f-g)(x) αύξουσα. ∆ηλαδή αν x>α=>(f-g)(x)>(f-g)(α). 

Ανάλογα δουλεύουµε αν έχουµε φθίνουσα συνάρτηση. 
 

Παράδειγµα Αν f’(x)>g’(x) όταν χ>α και f(α)=g(α) (1) να δειχτεί ότι: f(χ)>g(χ), όταν 
χ>α. 

Λύση 
f’(x)>g’(x)  ⇒ f’(x)-g’(x)>0 ⇒  (f-g)’(x)>O. 

Άρα η συνάρτηση (f-g)(x) είναι αύξουσα για χ>α. 
 Εποµένως (f-g)(x)>(f-g)(α)  ⇒ f(x)-g(x)>f(α)-g(α)  ⇒ f(x)-g(x)>0 ⇒ f(x)>g(x), x>α. 

 

1η ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΘΜΤ 

Άσκηση 1  Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ, για τις παρακάτω συναρτήσεις στο 

αντίστοιχο διάστηµα [α,β] και να βρείτε όλα  τα ξ∈(α,β) ώστε  f ′ (ξ)=
f(β)-f(α)

β-α
 καθώς και την 

εξίσωση της εφαπτοµένης που είναι  παράλληλη στην ευθεία ΑΒ µε Α(α,f(α)) ,Β(β,f(β)) 

α) f(x)=|x2-x|  ,  x∈[-1,1] 

β) f(x)=

2

3

2x x , x 0

x x , x 0

 + <


+ ≥
  ,  x∈[-1,1] 

γ)  f(x)=x(1-lnx)   ,  x∈[1,e] 

Άσκηση 2  ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=

2

3

x +α , αν x 1

x -αx+β , αν x 1

 ≤


>
 

Αν ισχύει το Θ.Μ.Τ. στο διάστηµα [-1,2] τότε: 

i)  Nα βρεθούν οι τιµές των α, β 

ii) Nα δειχθεί ότι υπάρχει σηµείο Μ(ξ,f(ξ)) µε ξ∈[-1,2] στο 

οποίο η εφαπτοµένη  είναι παράλληλη στην ευθεία  

ε: 2x-y+3=0 

 

 

Άσκηση 3η  

Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ. για τη συνάρτηση : 1) 

2 , [ 1,0)
( )

, (0,1]

x x x
f x

x x

 − ∈ −
= 

∈
  

  2) f(x)=|x2+3x-4| στο [-2,2] 

3 Η  Μ Ο Ρ Φ Η    

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  στο Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Θ.Μ.Τ) 

► Εύρεση παραµέτρων  

∆ουλεύουµε:  

i)   Mε τα κρίσιµα σηµεία στα οποία 

η συνάρτηση πρέπει να είναι 

συνεχής και παραγωγίσιµη  

ii)  Mε συνθήκες 
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2η  ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ 
 

Άσκηση 1    Να αποδειχθεί  x+1 ≤  ex ≤  xex +1 ,  για κάθε  x∈ℝ  

Άσκηση 2 Να αποδειχθεί    
x

ln(x 1) x
x 1

< + <
+

 , για κάθε x>-1 και x ≠ 0 . Στη συνέχεια  

να δείξετε:        i) 
x 0

ln(x 1)
lim 1

x+→

+
=    ,       ii)  

3x

ln(x 1)
lim 0

x→+∞

+
=  

 
 
3η ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΘΜΤ 

 

Άσκηση 1  Έστω f: →ℝ ℝ  παραγωγίσιµη µε f(0)=0 και f(x)-e –f(x)=x-1 , για κάθε x∈ℝ  

α) Να βρείτε την  f ΄ συναρτήσει της f 

β) Να δειχθεί ότι υπάρχει η f΄΄ και να βρεθεί η f΄΄(0) 

γ) Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις f και f ΄ είναι γνησίως αύξουσες 

δ) Να δειχθεί ότι 
x

f (x) xf (x)
2

′≤ ≤ για κάθε x R∈ . Πότε ισχύει το ίσον; 

 
 
4η ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ ΘΜΤ 
 

Άσκηση 1  Αν η  f  είναι συνεχής στο [α,β] , παραγωγίσιµη στο 

(α,β)  και f(α)=α , f(β)=β , α ≠ β να δείξετε ότι:  

α) Υπάρχει ξ∈ (α,β) τέτοιο ώστε f(ξ)=α+β-ξ 

β) Υπάρχουν  ξ1 , ξ2 ∈(α,β)  µε ξ1 ≠ ξ2 τέτοια ώστε f ΄(ξ1)f ΄(ξ2)=1 

 

Άσκηση 2  Έστω συνεχής f : [0,2] R→  µε f ΄(x) ≠ 0 για κάθε 

x∈(0,2) Nα δείξετε ότι:  α) f(0) ≠ f(2)   β) Υπάρχει x0∈(0,2) µε 5f(x0)=2f(0)+3f(2) 

γ) Υπάρχουν  ξ1 , ξ2 , ξ∈(α,β) τέτοια ώστε 
1 2

3 2 5

f ( ) f ( ) f ( )
+ =

′ ′ ′ξ ξ ξ
 

 
 
 
1η Συνέπεια Θ.Μ.Τ 
Άσκηση 1η  4.38 ∆υναµικό (1η Συνέπεια) 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
2 2

1
1 2 2

0 1

( )
x

t t t

x

F x e dt e dt+ − +

+

= +∫ ∫  είναι σταθερή στο R και έπειτα να βρείτε 

τον τύπο της. 
Λύση  άσκησης 1ης  
 

2 2 2 2 2 2

'1 1 1
1 2 2 1 2 2 ' 1 2 2

0 1 0 1 0 1

( ) ( ) ( )
x x x x x

t t t t t t t t t

x

F x e dt e dt F x e dt e dt F x e dt e dt
+ +

+ − + + − + + − +

+

 
= + ⇒ = − ⇒ = − 

 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 
22 ( 1) 2( 1) 2' 1 ' '( ) ( 1) ( ) ... 0x xxF x e e x F x+ − + ++= − + ⇒ = =   άρα F(x)=c και F(x)=0   άρα c=0 

► Θ.Μ.Τ. και Bolzano 

Για την ̟ολλα̟λή εφαρµογή του 

θεωρήµατος Μέσης Τιµής σε  ένα 

διάστηµα [α,β] , τα ενδιάµεσα σηµεία 

µ̟ορούν να ̟ροκύψουν και µε εφαρµογή 

του θεωρήµατος Bolzano 
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Άσκηση 2η  4.41 ∆υναµικό (1η Συνέπεια) 
Έστω η συνάρτηση f, συνεχής στο διάστηµα ∆=[0,+∞ ) για την οποία ισχύει: 

0

( ) ( 1) ( ), 0
x

x f t dt x f x x+ = + ≥∫  

α) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0,+∞ ) . 
β) Να βρείτε τον τύπο της  f. 
Λύση άσκησης 2ης  

α) Αφού η f είναι συνεχής στο [0,+∞ ) τότε η 

0

( )
x

f t dt∫  θα είναι παραγωγίσιµη στο [0,+∞ ) 

β) ( )
'

' '

0

( ) ( 1) ( ) 1 ( ) ( 1) ( ) ( )( 1)
x

x f t dt x f x f x x f x f x x
 

+ = + ⇒ + = + + + 
 

∫  τότε 

( )'' '1
( ) ( ) ln | 1| ( ) ln | 1|

1
f x f x x f x x c

x
= ⇒ = + ⇒ = + +

+
  (2)  τώρα για χ=0  στη σχέση που δίδεται 

θα έχω f(0)=0   (3)   από την (2) και (3) έχω f(o)=ln1+c  άρα c=0 συνεπώς η ζητούµενη συνάρτηση  
είναι f(x)=ln|x+1| 
 
 
 
4. 2η Συνέπεια Θ.Μ.Τ 
Άσκηση 1η  (4.42 ∆υναµικό -2η Συνέπεια) 
Να βρείτε τη συνεχή στο R συνάρτηση f η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις : f(x)>0 στο R και 

1

( ) 2004 ( )
x

f x f t dt= + ∫  ,   χ∈R    (1) 

Λύση άσκησης 1ης  

 

'

' '

1

( ) 0 ( ) ( ) ( )
x

f x f t dt f x f x
 

= + ⇒ = 
 
∫    

1η Λύση Εφαρµογή βιβλίου f(x)=cex   

2η Λύση ( )
'

'' '( )
( ) ( ) 1 ln | ( ) | ( ) ln | ( ) | 1

( )

f x
f x f x f x x f x x c

f x
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = +  τότε 

1 1( ) ( ) ( )x c c x xe f x f x e e f x ce+ = ⇒ = ⇒ =  (2) 

Οπότε από την (1) έχω f(0)=2004 

           Από την (2) έχω f(0)=c   άρα c =2004   ⇒ ( ) 2004 xf x e=  

Άσκηση 2η (2η Συνέπεια) Η συνάρτηση Ι είναι συνεχής στο R   Αν ισχύει: f(x)=
2 1 ( )

0

2
x

t f tte dt+ −∫  ‚ να 

βρείτε   τον τύπο της συνάρτησης f.  
Λύση άσκησης 2ης   

Η συνάρτηση 
2 1 ( )2 x f xxe + −

 είναι συνεχής, ως γινόµενο των συνεχών 2 x και 
2 1 ( )x f xe + −

  (σύνθεση των 

συνεχών , ,
2 1 ( ),x x f xe e + −

), άρα η f είναι παραγωγίσιµη.  

‘Έχουµε: 
2 2 2' 1 ( ) ' 1 ( ) ( ) ' 1( ) 2 ( ) 2 ( ) 2x f x x f x f x xf x xe f x xe e e f x xe+ − + − += ⇔ = ⇔ =  

( ) ( )2 ''( ) 1f x xe e +⇔ =  

 

Συµπεραίνουµε ότι:
2( ) 1f x xe e c+= +  άρα f(x)=

2 1ln( )xe c+ +  (1)  

Η αρχική σχέση για x=0 γίνεται: f(0) =0. Από την (1), f(0)=ln(e+c) άρα,     ln(e+c)=0 
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⇔ e+c=1⇔ c=1-e 

Τελικά,  f(x)= 
2 1ln( 1 )xe e+ + −   , x∈R 

Άσκηση 3η . Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο (0,+∞ ) και ισχύει: 

1

1
( ) ( )

x

f x x f t dt
x

= + ∫ . Να 

υπολογίσετε τον τύπο της συνάρτησης f.  
Λύση άσκησης 3ης   

Η f είναι παραγωγίσιµη στο (0, +∞ ) . Από τη δοθείσα σχέση προκύπτει: 
2

1

( ) ( )
x

xf x x f t dt= + ∫ . Η f  

είναι συνεχής άρα η 

1

( )
x

f t dt∫  παραγωγίσιµη, εποµένως και η fπαραγωγίσιµη.  

Παραγωγίζοντας έχουµε:  
f(x)+xf ’(x)=2x+f(x)⇔ xf ’(x)=2x⇔ f ’(x) =2. Από την τελευταία σχέση προκύπτει:  

1ος  Τρόπος 
'( ) 2 ( ) 2f x dx dx f x x c= ⇒ = +∫ ∫ (1) 

2ος Τρόπος (2η συνέπεια )  f ’(x) =2⇒ ' ' '( ) (2 ) ( ) 2f x x f x x c= ⇒ = +  

 Για χ=1 η αρχική σχέση, γίνεται:  
f(1)=1+0 ⇔ f(1)=1 

Από την σχέση (1), f(1)= 2+c⇔ 1=2+c⇔ c=-1 

Τελικά f(x)=2x— 1    ,   x∈ (0,+∞ ) . 

 Άσκηση 4η(1η Συνέπεια-ΘΜΤ) 

∆ίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύει :   
'0 2 ( ) (1) (0)f x f f≤ ≤ − για κάθε χ∈R   (1) 

να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή συνάρτηση. 

Απόδειξη 

Για x≠ 0, στο διάστηµα [0,χ] ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις Θ.Μ.Τ για την f , οπότε υπάρχει ξ ∈(0,χ) 

ώστε :  
( ) (0)

'( )
0

f x f
f

x
ξ

−
=

−
   (2) 

Η (1) ισχύει για κάθε χ∈R  άρα και για χ=ξ   : 
( ) (0)

0 2 ) (1) (0)
f x f

f f
x

−
≤ ≤ −   (3) Για χ=1 θα έχω: 

(1) (0)
0 2 ) (1) (0) 0 (1) (0) (1) (0)

1

f f
f f f f f f

−
≤ ≤ − ⇔ ≤ − ≤ −   άρα f(1)=f(0)  (4) 

(1) 
(4)

' '0 ( ) 0 ( ) 0f x f x⇒ ≤ ≤ ⇔ =  άρα σταθερή 


