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Α. Τι πρέπει να προσέχουµε. 
∆υνάµεις του i : iν = i4κ+υ =iυ =  …. , µε υ = 0 , 1 , 2 , 3. Τα κ , υ είναι το πηλίκο και το υπόλοιπο 
αντίστοιχα της διαίρεσης του ν µε το 4. 
Μπορείτε να υπολογίσετε µια µεγάλη δύναµηµεγάλη δύναµηµεγάλη δύναµηµεγάλη δύναµη ενός µιγαδικού αν µια µικρή του δύναµηµικρή του δύναµηµικρή του δύναµηµικρή του δύναµη είναι 
πολλαπλάσιο του i : (α+αi)2004 = ((α+αi)2)1002= (2α2i)1002 = -21002·α2004. 
Η παράσταση α2+β2 στους µιγαδικούς γίνεται διαφορά !  τετραγώνωνδιαφορά !  τετραγώνωνδιαφορά !  τετραγώνωνδιαφορά !  τετραγώνων:  
α2+β2 = α2-(iβ)2 = (α – iβ)(α+iβ). 
Κάθε πολυωνυµική εξίσωση µε πραγµατικούς συντελεστές αν έχει ρίζα έναν µιγαδικό z1 

τότε θα έχει ρίζα και το συζυγή του 1z   

Η εξίσωση αχ2+βχ+γ = 0 , µε α , β , γ  ε R, ∆<0 , έχει ρίζες δύο συζυγείς µιγαδικούς z1 , z2 , 

(ποιες;),  µε    z1+z2=-
α

β
 και z1 · z2 = 

α

γ
. Οπότε αν z1 , z2 ρίζες της εξίσωσης τότε                 

2Re(z1) =2Re(z2) = -
α

β
 και 

α

γ
== 21 zz . 

Προσοχή!!   Αν z = α+βi τότε:     azz 2=+     izz β2=−   και 222
βα +== zzz  

Για να δείξουµε ότι ένας µιγαδικός είναι: 
     

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΣ ΦΑΝΤΑΣΤΙΚΟΣ 
Αρκεί να δείξουµε: α) Im(z)=0 

                   β) zz =     

                                                                            γ) γ) γ) γ) 
22z z=  

Αρκεί να δείξουµε: α) Re(z)=0 

                   β) zz −=  

                   γ) 
22z z= −  

 
 
Προσοχή!! ∆εν έχει νόηµα στους µιγαδικούς η ανίσωσηη ανίσωσηη ανίσωσηη ανίσωση, εκτός αν αυτοί είναι πραγµατικοί. 
Ένα σηµείο του επιπέδου Μ(χ , ψ) είναι ισοδύναµο µε τον µιγαδικό z=χ+ψi και λέγεται 
εικόνα του z. 
Το µέτρο ενός µιγαδικού είναι η απόσταση της εικόνας του από την αρχή των αξόνων. 
Αν z ένας µιγαδικός τότε: 
 η εικόνα του –z είναι συµµετρική της εικόνας του z ως προς το Ο.  

 η εικόνα του z είναι συµµετρική της εικόνας του z ως προς τον x΄x. 

 η εικόνα του z− είναι συµµετρική της εικόνας του z ως προς τον y΄y. 

Οι εικόνες των z , -z , z  , z−  ισαπέχουν από την αρχή των αξόνων δηλαδή: 

zzzz −=−==  

Η απόσταση των εικόνων δύο µιγαδικών είναι ίση µε το µέτρο της διαφοράς τους. 

Κ ε φ α λ α ι ο   

1 1.Μιγαδικοί Αριθµοί 
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Να χρησιµοποιούµε το εξής : z
z

z
z

zzz =⇔=⇔=⇔=
22

2 ρρ
ρρ  , ρ 0≠    π.χ.:   1=z  τότε: 

z
z
=

1
 , z

z
=

1
 , 1=zz  

Στις πράξεις µε µιγαδικούς καλό είναι: 
  Να µην έχουµε µιγαδικό στον παρονοµαστή. Πολλαπλασιάζουµε µε τον συζυγή 
µιγαδικό του παρονοµαστή και έτσι ο παρονοµαστής γίνεται πραγµατικός και ίσος µε το ο παρονοµαστής γίνεται πραγµατικός και ίσος µε το ο παρονοµαστής γίνεται πραγµατικός και ίσος µε το ο παρονοµαστής γίνεται πραγµατικός και ίσος µε το 
τετράγωνο του µέτρου τουτετράγωνο του µέτρου τουτετράγωνο του µέτρου τουτετράγωνο του µέτρου του. 

Να µην κάνουµε αµέσως αντικατάσταση τον z µε χ+ψi , κκκκάνουµε άνουµε άνουµε άνουµε τις πράξειςτις πράξειςτις πράξειςτις πράξεις. 
Αν θέλουµε να αποδείξουµε ότι τα σηµεία Α(z1) , B(z2) ,Γ(z3) είναι κορυφές ισοπλεύρου ισοπλεύρου ισοπλεύρου ισοπλεύρου 
τριγώνουτριγώνουτριγώνουτριγώνου αρκεί να δείξουµε ότι:  
|z1-z2|=|z2-z3|=|z3-z1| 
  
Β. Β. Β. Β. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ    
Προσοχή!! Αν Α(z1) , B(z2) τότε:  

Η Η Η Η εξίσωση ως προς εξίσωση ως προς εξίσωση ως προς εξίσωση ως προς zzzz:::: ρ=− 1zz  παριστάνει κύκλο µε κέντρο το Α και ακτίνα ρ. 

Στην περίπτωση αυτή ο µιγαδικοί     zzzz    µε το ελάχιστο , µέγιστο µέτροµε το ελάχιστο , µέγιστο µέτροµε το ελάχιστο , µέγιστο µέτροµε το ελάχιστο , µέγιστο µέτρο θα είναι οι µιγαδικοί  
που είναι τττταααα    σηµείσηµείσηµείσηµείαααα    τοµήςτοµήςτοµήςτοµής του κύκλου και της ευθείας ΟΑ. 

Αν ο γ.τ είναι ευθεία τότε έχουµε όνο ελάχιστο µέτρο ελάχιστο µέτρο ελάχιστο µέτρο ελάχιστο µέτρο και είναι    η απόσταση η απόσταση η απόσταση η απόσταση του 
Ο(0,0) από την ευθεία 
 

Η εξίσωση ως προς Η εξίσωση ως προς Η εξίσωση ως προς Η εξίσωση ως προς zzzz:::: azzzz 221 =−+−  , µε α221 <− zz  ,   παριστάνει έλλειψηέλλειψηέλλειψηέλλειψη µε εστίες τα 

σηµεία Α, Β µήκος µεγάλου άξονα 2α. 

Η εξίσωση Η εξίσωση Η εξίσωση Η εξίσωση ως προς ως προς ως προς ως προς zzzz:::: azzzz 221 =−−−  , µε α221 >− zz  ,   παριστάνει υπερβολή υπερβολή υπερβολή υπερβολή µε εστίες 

τα σηµεία Α, Β απόσταση κορυφών 2α 

Η εξίσωση ως προς Η εξίσωση ως προς Η εξίσωση ως προς Η εξίσωση ως προς zzzz:::: 21 zzzz −=−  παριστάνει την µεσοκάθετηµεσοκάθετηµεσοκάθετηµεσοκάθετη ευθεία του ΑΒ.  

 
Γενικά να ερµηνεύουµε µια παράσταση Γενικά να ερµηνεύουµε µια παράσταση Γενικά να ερµηνεύουµε µια παράσταση Γενικά να ερµηνεύουµε µια παράσταση ή ή ή ή σχέσησχέσησχέσησχέση    µέτρων γεωµετρικά γνωρίζοντας τι µέτρων γεωµετρικά γνωρίζοντας τι µέτρων γεωµετρικά γνωρίζοντας τι µέτρων γεωµετρικά γνωρίζοντας τι 
εκφράζει το µέτρο ενός µιγαδικού καθώς και τι εκφράζει το µέτρο της διαφοράς δύο εκφράζει το µέτρο ενός µιγαδικού καθώς και τι εκφράζει το µέτρο της διαφοράς δύο εκφράζει το µέτρο ενός µιγαδικού καθώς και τι εκφράζει το µέτρο της διαφοράς δύο εκφράζει το µέτρο ενός µιγαδικού καθώς και τι εκφράζει το µέτρο της διαφοράς δύο 
µιγαδικών.µιγαδικών.µιγαδικών.µιγαδικών.    
 
Γ. Γ. Γ. Γ. ∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΑ ΣΥΝΟΛΑ R αι C∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΑ ΣΥΝΟΛΑ R αι C∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΑ ΣΥΝΟΛΑ R αι C∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΑ ΣΥΝΟΛΑ R αι C    
ΣΤΟ ΣΥΣΤΟ ΣΥΣΤΟ ΣΥΣΤΟ ΣΥΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ RRRR                     ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ CCCC 
1.  Έχουµε  διάταξη 1.  ∆εν έχουµε διάταξη 

2. Ισχύει 2x x aα = ⇔ =    x>0, 
α>0 

2.  ∆εν έχει νόηµα το σύµβολο  

3.  |x |  ≤ θ ⇔  -θ ≤ x ≤ θ,  θ>0 3.  ∆εν ισχύει 
4. |x |  >θ ⇔  x <-θ ή x > θ 4.  ∆εν ισχύει 

5. x =θ  ⇔  x= ± θ 5.  ∆εν ισχύει 
6. -  |x |  ≤ x ≤ |x|  , x ∈R 6. ∆εν ισχύει 
7.  |x |2  = x2    για κάθε x∈R 7. ∆εν ισχύει .  Για κάθε z∈C, |z |2  = .z z  
8.  Ορίζονται δυνάµεις µε εκθέτη 
ρητό ή άρρητο  

8.  ∆εν ορίζονται δυνάµεις µε εκθέτη 
άρρητο και  δυνάµεις µε εκθέτη ρητό 
έχουν διαφορετικό νόηµα(εκτός ύλης) 

9. Οι πραγµατικοί 
απεικονίζονται σε άξονα (µια 
διάσταση) 

9.  Οι µιγαδικοί απεικονίζονται στο 
επίπεδο  (δύο διαστάσεις) 

10.  Οι εξισώσεις 2ου βαθµού 10.  Οι εξισώσεις 2ου βαθµού έχουν  
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είναι αδύνατες αν ∆<0 
 

πάντα λύση 
 (αν ∆<0 δύο µιγαδικές συζυγείς) 
 

11.  Λύνονται εξισώσεις 1ου 
βαθµού και 
συστήµατα 

11. Ισχύουν τα ίδια όπως  και στους 
πραγµατικούς  (και η µέθοδος των  
οριζουσών) 
 

12.  Ισχύουν οι  ταυτότητες 12.  Ισχύουν  οι ταυτότητες 
13.  Ισχύουν τα θεωρήµατα των 
πολυωνύµων, διαιρετότητας και 
σχήµα Horner στη λύση 
εξισώσεων 

13.  Ισχύουν τα ίδια και εργαζόµαστε  
οµοίως 
 

14.  Ισχύουν στις δυνάµεις µε 
εκθέτη 
ακέραιο  οι γνωστές ιδιότητες 

14.  Ισχύουν ακριβώς  οι ίδιες  
ιδιότητες 
 

15. Αν α,β ∈R, α2+β2=0 <=> α=0 
και  β=0 
 

15. ∆εν ισχύει.  Ισχύει 2 2
1 2 0z z+ =  χωρίς 

κανένας  από τους z1 ,  z2  να είναι 
µηδέν. π.χ αν 
z1=1+i και z2=-1+i.  

16. Το άθροισµα α2+β2  δεν 
παραγοντοποιείται 

16. Το άθροισµα 2 2
1 2z z+  

παραγοντοποιείται και 

µάλιστα είναι: 2 2
1 2 1 2 1 2( )( )z z z iz z iz+ = − +  

(απόδειξη?) 
    
Η εξίσωση αχ2+βχ+γ = 0 , µε α , β , γ  ε IR, ∆<0 , έχει ρίζες δύο συζυγείς µιγαδικούς z1 , z2  µε  
 

     1 2  και   
2 2

i i
z z

β β

α α

− + −∆ − − −∆
= =   µε    zzzz1111++++zzzz2222====----

α

β
   και     zzzz1111    · · · · zzzz2222    = = = = 

α

γ
....  

Οπότε αν z1 , z2 ρίζες της εξίσωσης τό        2222ReReReRe((((zzzz1111) =2) =2) =2) =2ReReReRe((((zzzz2222) = ) = ) = ) = ----
α

β
       και   

α

γ
== 21 zz ....    

 
 
 
 

    
    
    


