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Ορισµός :Ορισµός :Ορισµός :Ορισµός : Αντίστροφη µιας «1-1» 

συναρτήσεως ( ):f A f A→  θα ονοµάζουµε 

µία συνάρτηση ( )1 :f f A A− →   µε την 

οποία κάθε  ( )y f A∈  αντιστοιχίζεται στο 

µοναδικό x A∈ , για το οποίο  ισχύει 

( )f x y=   

Γενικά ισχύει :   ( )1( )f x y f y x−= ⇔ =  

ΠαρατηρήσειςΠαρατηρήσειςΠαρατηρήσειςΠαρατηρήσεις    
• Για να έχει αντίστροφη µία συνάρτηση πρέπει να 

είναι ¨1-1¨   ( f αντιστρέψιµη     "1-1"f⇔  ) 

• Το 1 ff
D − = ΠΤ  και το 1 ff

D−ΠΤ =  

• Η f µπορεί να έχει αντίστροφη ακόµη και αν δεν 

είναι γνησίως µονότονη, αρκεί να είναι ¨1-1¨. 
• Αν η f δεν είναι αντιστρέψιµη , τότε η f δεν είναι 1 - 1    
• Οι γραφικές παραστάσεις δύο αντίστροφων 

συναρτήσεων είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία 
y x=     

• Βασικές σχέσεις:  ( )( )1f f y y− =  και ( )( )1f f x x− =     και 

( )( ) ( )1 1f f x f x− − =  

Μεθοδολογία: Μεθοδολογία: Μεθοδολογία: Μεθοδολογία:     
    Για να δείξουµε ότι µία συνάρτηση αντιστρέφεται αρκεί να δείξουµε  ότι είναι ¨1-1¨ 
 Για να βρούµε την αντίστροφη µιας συνάρτησης επιλύουµε τον τύπο της f   ως προς x , και 

λαµβάνουµε υπόψη τους περιορισµούς για το x 

Για να βρούµε τα κοινά σηµεία της f µε την 1f − : 

Α) αν αν αν αν f     είναι γνησίως αύξουσαείναι γνησίως αύξουσαείναι γνησίως αύξουσαείναι γνησίως αύξουσα     λύνουµε την εξίσωση ( )f x x=  ή  την ( )1f x x− =  ή  την  

( ) ( )1f x f x−=  

  Β) αν αν αν αν f     δεν είναι γνησίως αύξουσαδεν είναι γνησίως αύξουσαδεν είναι γνησίως αύξουσαδεν είναι γνησίως αύξουσα     λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων  

                          ( ) ( )1  και  y f x y f x−= =      µε 1f f
x D D −∈ ∩                          

  - Στις συναρτήσεις πολλαπλού τύπου ελέγχουµε αν ο κάθε τύπος αποτελεί  ¨1-1 σ̈υνάρτηση 
και µετά αν τα σύνολα τιµών τους δεν έχουν κοινά σηµεία. 

 
Τα κοινά σηµεία δύο αντίστροφων συναρτήσεων θα βρίσκονται πάνω στην ευθεία 

y x= , αν η  f  είναι γνησίως αύξουσα 

Αντίστροφη και ΠεριττήΑντίστροφη και ΠεριττήΑντίστροφη και ΠεριττήΑντίστροφη και Περιττή    

Κ ε φ α λ α ι ο   

5 5. Αντίστροφη 

συνάρτηση 

Ο Απειροστικός Λογισµός είναι το 
προϊόν µιας  δραµατικής επιστηµονικής 
αναζήτησης η οποία  διήρκεσε περίπου  250  
χρόνια   
RICARD COURANT 
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∆ίνεται η συνάρτηση f:R�R η οποία είναι περιττή και αντιστρέψιµη. Να δείξετε ότι η f-

1 
είναι περιττή. (άσκηση 14 Μπάρλας Α τόµος σελίδα 145)   
Λύση 

( ) ( ) , ( )f x f x y x R y f R R= − − = ∈ ∈ =  

Τώρα      1 1 1( ) ( ) ( ( )) ( ) , (1)y f x f y f f x f y x x y R− − −= ⇔ = ⇔ = ∈  

                 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) , (2)y f x y f x f y f f x f y x x y R− − −= − − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ − = − ∈  

Από την (1) και (2) έχω :  1 1( ) ( ) ,f y f y x y R− −− = − ∈   άρα η f-1 είναι περιττή στο R 

Αντίστροφη και άρτιαΑντίστροφη και άρτιαΑντίστροφη και άρτιαΑντίστροφη και άρτια    
Προφανώς αν µια συνάρτηση είναι άρτια δεν υπάρχει η αντίστροφή της αφού: 

( ) ( ) ,x x f x f x x R− ≠ ⇔ − = ∀ ∈  διαφορετικά πρότυπα έχουν την ίδια εικόνα ,άρα δεν 

είναι 1-1 , δηλαδή δεν υπάρχει η αντίστροφη. 
Αντίστροφη και ΜονοτονίαΑντίστροφη και ΜονοτονίαΑντίστροφη και ΜονοτονίαΑντίστροφη και Μονοτονία    
ΠΡΟΤΑΣΗ:ΠΡΟΤΑΣΗ:ΠΡΟΤΑΣΗ:ΠΡΟΤΑΣΗ: Η αντίστροφη µιας γνησίως µονότονης συνάρτησης είναι γνησίως 
µονότονη µε το ίδιο είδος µονοτονίας.  
ΑπόδειξηΑπόδειξηΑπόδειξηΑπόδειξη: Έστω µία συνάρτηση  f: Α�R  η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο  Α.  
Αν η αντίστροφη  f-1 δεν είναι γνησίως αύξουσα τότε θα υπάρχουν  y1, y2∈f (Α)  µε   
y1 < y2  και  f-1(y1)  ≥ f-1(y2).  Επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα θα έχουµε:  
f –1(y1)  ≥ f –1(y2) ⇒ f (f –1(y1))  ≥ f (f –1(y2)) ⇒ y1 ≥ y2 ,  άτοπο αφού υποθέσαµε ότι  y1 < y2.  
Εποµένως η αντίστροφη µιας γνησίως αύξουσας συνάρτησης είναι γνησίως αύξουσα.  
Όµοια αποδεικνύεται η πρόταση και για γνησίως φθίνουσα συνάρτηση. 

        Αντίστροφη  Συνάρτηση  και ΌριοΑντίστροφη  Συνάρτηση  και ΌριοΑντίστροφη  Συνάρτηση  και ΌριοΑντίστροφη  Συνάρτηση  και Όριο                            
0

1lim ( )
y x

f x−

→
    

∆ίνεται η συνάρτηση { }: ( , ) ( , ) , , , ,f a a Rβ γ δ β γ δ→ ∈ ∪ +∞ −∞  που είναι συνεχής στο 

πεδίο ορισµού της  

Η αντίστροφη συνάρτηση  ορίζεται: 1 : ( , ) ( , )f aγ δ β− →
 
Αν υποθέσουµε ότι η f είναι 

γνησίωςγνησίωςγνησίωςγνησίως αύξουσααύξουσααύξουσααύξουσα  άρα 1-1  δηλαδή υπάρχει η αντίστροφη η f-1  και έχει το ίδιο είδος 

µονοτονίας µε την f  , δηλαδή 1 ( , )f x γ δ− ↑ ∀ ∈  

Με την υπόθεση ότι η 1f − ↑
 
και  συνεχής θα έχω :  1 1lim ( ) lim ( )

x x
f x a f x

γ δ
και β

+ −

− −

→ →
= =

 
Όµοια αν 1f − ↓

 
και  συνεχής θα έχω :  1 1lim ( ) lim ( )

x x
f x f x a

γ δ
β και

+ −

− −

→ →
= =

 
Αντίστροφη  Συνάρτηση και συνέχειαΑντίστροφη  Συνάρτηση και συνέχειαΑντίστροφη  Συνάρτηση και συνέχειαΑντίστροφη  Συνάρτηση και συνέχεια    

α) Να δείξετε ότι αν η συνάρτηση  f είναι 1-1, συνεχής µε πεδίο ορισµού ένα 
διάστηµα ∆  και σύνολο τιµών το R, τότε και η αντίστροφή της είναι κι αυτή συνεχής 

Η απόδειξη εκτός ύλης  
∆ηλαδή αν το γράφηµα µιας συνάρτησης είναι συνεχές, τότε το γράφηµα της  

αντίστροφης συνάρτησης είναι κι αυτό συνεχές 
 

Αντίστροφη Συνάρτηση   και  ΠαράγωγοςΑντίστροφη Συνάρτηση   και  ΠαράγωγοςΑντίστροφη Συνάρτηση   και  ΠαράγωγοςΑντίστροφη Συνάρτηση   και  Παράγωγος    
∆ίνεται η συνάρτηση : , ( )f R y f x∆ → =  που είναι αντιστρέψιµη και παραγωγίσιµη 

στο ∆ . Αν '( ) 0f x x≠ ∀ ∈∆  τότε ισχύει :   ( )'1
'

1
( )

( )
f y

f x
− =  

Απόδειξη ( Με το συµβολισµό Απόδειξη ( Με το συµβολισµό Απόδειξη ( Με το συµβολισµό Απόδειξη ( Με το συµβολισµό LeibnizLeibnizLeibnizLeibniz))))    

Έστω ότι 1 1 1( ) ( ) ( ( )) ( )y f x f y f f x x f y x− − −= ⇒ = = ⇔ =  

Τότε ( ) ( )' '1 1 1 '( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1
d dx dy

f y f y f y f x
dx dx dx

− − −= ⇒ = ⇒ =  και επειδή '( ) 0f x x≠ ∀ ∈∆  

Θα έχω ( )'1
'

1
( )

( )
f y

f x
− =  
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Απόδειξη ( Με το  συµβοΑπόδειξη ( Με το  συµβοΑπόδειξη ( Με το  συµβοΑπόδειξη ( Με το  συµβολισµό λισµό λισµό λισµό LagrangeLagrangeLagrangeLagrange    ))))    

Έστω ότι 1 1 1( ) ( ) ( ( )) ( )y f x f y f f x x f y x− − −= ⇒ = = ⇔ =  

Τότε ( ) ( ) ( )' ' '1 ' 1 ' 1 '( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1f y x f y y f y f x− − −= ⇒ = ⇒ =  και επειδή '( ) 0f x x≠ ∀ ∈∆  

Θα έχω ( )'1
'

1
( )

( )
f y

f x
− =  

Απόδειξη ( Με τον  ορισµό της παραγώγου)Απόδειξη ( Με τον  ορισµό της παραγώγου)Απόδειξη ( Με τον  ορισµό της παραγώγου)Απόδειξη ( Με τον  ορισµό της παραγώγου)    

Ισχύει ότι ' '
0( ) 0 ( ) 0f x x f x≠ ∀ ∈∆⇒ ≠  άρα 

0

'0
0

0

( ) ( )
lim ( ) 0 (1)
x x

f x f x
f x

x x→

−
= ≠

−
 

Τότε ( )
0

1 1
'1 0

0
0

( ) ( )
( ) lim (2)

y y

f y f y
f y

y y

− −
−

→

−
=

−
 

Θέτουµε 1( ) ( )f y x y f x− = ⇔ =  και όταν 1 1
0 0 0( ) ( )y y f y f y x xδηλ− −→ ⇒ → →  

Έτσι από τη σχέση (2)  θα έχουµε :   

( )
0 0

0

1 1
'1 0 0

0 '
00 0 0

0

( ) ( ) 1 1
( ) lim lim

( ) ( )( ) ( ) ( )lim
y y x x

x x

f y f y x x
f y

f x f xy y f x f x f x
x x

− −
−

→ →

→

− −
= = = =

−− −
−

 

Αντίστροφη συνάρτηση και ΟλοκλήρωµαΑντίστροφη συνάρτηση και ΟλοκλήρωµαΑντίστροφη συνάρτηση και ΟλοκλήρωµαΑντίστροφη συνάρτηση και Ολοκλήρωµα    
 
    Χωρίο που ορίζεται από την γραφική παράσΧωρίο που ορίζεται από την γραφική παράσΧωρίο που ορίζεται από την γραφική παράσΧωρίο που ορίζεται από την γραφική παράσταση της αντίστροφης συνάρτησης ταση της αντίστροφης συνάρτησης ταση της αντίστροφης συνάρτησης ταση της αντίστροφης συνάρτησης ffff    ----1  1  1  1    

•Το εµβαδό του χωρίου Ω µεταξύ 1f
C −  , χ΄χ  και 

x=α  είναι ίσο µε το εµβαδό µεταξύ των  Cf , y΄y 

και y=α   (λόγω συµµετρίας των 1f
C − , Cf  ως προς 

την ευθεία y=x) Εποµένως θα είναι:  

•Ε(Ω)= 1

0

f (x)dx
α

−∫   =  
0

[α-f(x )]dx
β

∫ (όπου  f(β)=α)                                        

Άσκηση Άσκηση Άσκηση Άσκηση     1 (1 (1 (1 (Μπάρλας  ασκ  9 σελ 361)Μπάρλας  ασκ  9 σελ 361)Μπάρλας  ασκ  9 σελ 361)Μπάρλας  ασκ  9 σελ 361)    

∆ίνεται η συνάρτηση f(x)= ex+x-1 

α)  Να µελετηθεί ως προς την µονοτονία. 

β)  Να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται και να βρεθεί το πεδίο ορισµού της αντίστροφής της f -1 

γ)  Να  υπολογισθεί το εµβαδό του χωρίου µεταξύ της C f -1 , και  τις ευθείες  x=0 ,x=e  

Άσκηση 2Άσκηση 2Άσκηση 2Άσκηση 2    

  Έστω η συνάρτηση f(x)=x5+x3+x       
α) Να µελετήσετε την f  ως προς την µονοτονία , τα κοίλα  και να δείξετε ότι η f έχει 

αντίστροφη  

β) Να δείξετε ότι f(ex)≥ f(1+x) , για κάθε x∈ℝ  

γ) Να δείξετε ότι η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο (0,0) είναι 

άξονας συµµετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της f -1 

Cf -1

Cf

y=x

Ω

f

f

-1

(β)

(α)

=α

α0 β


