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Περίπτωση 1η  (  μορφή 
0

0
  ): 

Αν 

0 0

0
x x x x

f(x) 0  ,  g(x) 0  ,  x Rlim lim
 

    και υπάρχει το άπειρο ή οπεπερασμέν
(x) g

(x) f
lim

0xx








  ,  

τότε 

(x) g

(x) f

(x) g

(x) f
limlim

00 xxxx 






 

Παραδείγματα  

1. Να βρεθεί το όριο: 
ημ3x

ημ2x
lim

0x

 

Λύση: Έχουμε 
3

2

3συν3x

2συν2x

)ημ3x  (

)ημ2x  (
  και  0ημ3x  ,   0ημ2x limlimlimlim

0x0x0x0x









. 

Επομένως 
3

2

ημ3x

ημ2x
lim

0x




 

2. Να βρεθεί το όριο: 
3

x

0x x

1e
lim





 

Λύση: Έχουμε 






2

x

0x
3

x

0x

3

0x

x

0x 3x

e

)  x(

) 1-e (
  και  0x  ,   0) 1e ( limlimlimlim   

Επομένως 



3

x

0x x

1e
lim  

3. Να βρεθεί το όριο: 
1x

lnx
lim

1x 
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Λύση: Έχουμε 1
1

x

1

) 1- x(

)lnx  (
  και  01)(x  ,   0lnx limlimlimlim

1x1x1x1x









  Επομένως 

1
1x

lnx
lim

1x




 

4. Να βρεθεί το όριο: 
x)ln(1

ee 2xx

0x
lim



 



 

Λύση: Έχουμε 

3
1

3

x1

1

2ee

) x)(ln(1

)e-(e
  και  0x)ln(1  ,   0)e(e

2xx

0x

2x-x

0x0x

2xx

0x
limlimlimlim 



















  

Επομένως 3
x)ln(1

ee 2xx

0x
lim 



 



 

5. Να βρεθεί το όριο: 

συνxe

συν2xe
 

x

2x

0x
lim







 

Λύση: Έχουμε 2...
συνxe

συν2xe
 

x

2x

0x
lim 







 

Περίπτωση 2η  (  μορφή  



  ): 

Αν }  ,  {IR  x,  g(x)  ,  f(x) 0
xxxx

limlim
00




 και υπάρχει το 

f  (x)
πεπερασμένο ή άπειροlim

g  (x)x x0





  , τότε  

0 0

 ( )  ( )

 ( )  ( )lim lim
x x x x

f x f x

g x g x 





 

 

Παραδείγματα  

1. Να βρεθεί το όριο: 
x

lnx
lim

x 

 

Λύση:  Έχουμε 0
x

1

1

x

1

) x (

)lnx  (
  και  x  ,   lnx limlimlimlimlim

xxxxx









  

Επομένως 0
x

lnx
lim

x




 

2. Να βρεθεί το όριο: 

14xe

12xx2e

x-

2x

x
lim






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Λύση:  Έχουμε 





















 4e

22x2e

) 14xe (

) 12xx2e (
  

14xe

12xx2e

x

x

x
x-

2x

x
x-

2x

x
limlimlim  

 

3. Να βρεθεί το όριο: 
x

x e

lnxx
lim





 

Λύση:  Έχουμε  0
 e

x

1
1

) e (

)lnx  x(
    

e

lnxx

x
x

x
x

x
x

limlimlim 



















 

4. Να βρεθεί το όριο: 
lnx

x
lim

x 

 

Λύση:  Έχουμε  













x

 
x

1

1

)lnx  (

) x (
    

lnx

x
limlimlimlim

xxxx

 

Παρατήρηση:  

Τα προηγούμενα θεωρήματα ισχύουν και για τις μορφές : 











  ,    ,  . Επίσης τα θεωρήματα 

αυτά ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούν να εφαρμοστούν περισσότερες από μια φορές αρκεί να 

ισχύουν οι υποθέσεις των θεωρημάτων αυτών. 

Περίπτωση 3η (Μορφή .0 ) 
 

Έστω το lim[ ( ) ( )]
x xo

f x g x


  όπου 

0 0x x x x

f(x) 0  ,  g(x)lim lim ή
 

      τότε  

( ) ( )
lim[ ( ) ( )] lim lim

1 1

( ) ( )

x xo x xo x xo

f x g x
f x g x ή

g x f x

  
     και έχουμε απροσδιόριστη μορφή 

0

0
ή



 

Παραδείγματα : 

1) Να βρεθεί το 
0

lim( ln )
x

x x


 

     Λύση : Έχουμε  

'

0 0 0 '

ln ( )
lim( ln ) lim ( ) lim ... 0

1 1
( )

x x x

x x
x x

x x

    


   


 

2) Να βρεθεί το όριο: )x ln x( 23

0x

lim 


  (Μορφή 0. ) 

Λύση: Έχουμε 
2 2

3 2

2
x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

3 3 36

1
2lnx

ln x ( ln x ) 2lnxx( x ln x )      -   
1 1 33x

(  )
x x xx

lim lim lim lim lim
    





    


    

 
  
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1
2

2 3x    x 0lim lim
2 99xx 0 x 0
6x




  
  

 

3) Να βρεθεί το όριο: 

1

[x (e 1)]xlim
x

 


 

Λύση:  Έχουμε 

 

1
1 10 x

1 1x x0 2
x x

2

1
- ×e

e -1 ( e -1 ) xlim [x×(e -1)] = lim   =   lim  = lim  = lim e =1
1 1 1

(  ) -
x x x

x x x x x    




 

 

 

Περίπτωση 4η (Μορφή  ) 

Έστω το lim[ ( ) ( )]
x xo

f x g x


  όπου 
f(x) ( )  ,  g(x) ( )lim lim

x x x x0 0

ή ή     
 

το όριο αυτό μπορεί να 

γραφεί : 
( ) ( )

lim[ ( )(1 )] lim[ ( )( 1)]
( ) ( )x xo x xo

g x f x
f x ή g x

f x g x 
    τότε αρκεί να βρούμε το 

f (x) ( )
limlim

g (x) ( )x x0

g x
ή

f xx xo
 

Που έχει απροσδιόριστη μορφή 



  αν το τελευταίο όριο ισούται με 1 , τότε έχουμε απροσδιόριστη 

μορφή .0   

Παρατήρηση : Αν ένα από τα f(x) ή g(x) είναι κλάσμα τότε γίνονται οι πράξεις και 

καταλήγουμε στη μορφή 
0

0
ή



 

Παραδείγματα : 

1) Να βρεθεί το lim (ln )
x

x x


   

Λύση Απροσδιόριστη μορφή    άρα 
ln

lim (ln ) lim [ ( 1)]
x x

x
x x x

x 
      το 

'

'

1

ln (ln ) 1
lim ( ) lim lim lim 0

( ) 1x x x x

x x x

x x x   
      άρα 

ln
lim (ln ) lim[ ( 1)] .( 1)
x x

x
x x x

x 
          

 

 

2) Να βρεθεί το όριο: 

e 1
(    )lim

x x-1e ex 1



  (Σύμφωνα με παρατήρηση) 
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Λύση: Έχουμε 

2

1

exe

e
    

  
exe

ee

]1)-(xe)[(e

)e-ex (
    

1)-(xe)(e

ee-e-ex
  )  

1-x

1

ee

e
  (

xx

x

1x

0

0

0

0

x

x

1x
x

x

1x

0

0

x

x

1x
x

1x

lim

limlimlimlim


























  

 

Περίπτωση 5η (Μορφές 
0 00 ,( ) , 1 ) 

Έστω το   
( )lim[ ( )]g x

x xo
f x


 που έχει μια από τις παρακάτω μορφές : 

0 00 ,( ) , 1  τότε το όριο 

μετασχηματίζεται    
( ) ln ( ) ( ) ( )ln ( )lim[ ( )] lim( ) limg x f x g x g x f x

x xo x xo x xo
f x e e

  
  οπότε αρκεί να βρούμε το 

lim[ ( ) ln ( )]
x xo

g x f x L


  που έχει απροσδιόριστη μορφή  .0  

Παραδείγματα : 

1) Να βρεθεί το   
0

lim x

x
x


 

Λύση  
ln ln

0 0 0
lim lim( ) limx x x x x

x x x
x e e

    
    οπότε αρκεί  να βρεθεί το 

0
lim( ln )
x

x x


που είναι της 

μορφής  0. και ισούται με 0    άρα   
0

0
lim 1x

x
x e


   

2) Να βρεθεί το 

2

lim ( ) x

x

x 







 

Λύση Το παραπάνω όριο είναι της μορφής 1  άρα θα έχω : 

  

ln ( ) ln

2 2 2

lim ( ) lim ( ) limx x x x x

x x x

x e e    

  


  

  

 
οπότε αρκεί να βρούμε το όριο 

: 

2

lim ( ln )
x

x x

 




 που είναι μορφή (+ .0 )  
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1 '( )'ln (ln )
lim ( ln ) lim ( ) lim lim

1 1 1' '- - - ( ) ( )
2

2 2 2 2
x x x x


  

 
   

   

  


   

- - - -

2
3

3 3 2 2

π π π π'x x x x
2 2 2 22 2 2

συνχ ημ χ
συν χ

συν χ συν χεφ χημχ συν χ
= lim = lim = lim = lim

-1 -1 1 ημχ ημχ
(εφχ)

εφ χ εφ χ συν χ
   

 

2

lim ( ) 0
x








  

Άρα   

ln 0

2 2

lim ( ) ...... lim 1
x x

e e  

 


 

 

   
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ :  
Να υπολογίσετε τα όρια: 

lnx

1x
lim

1x





 

4x

)2ημ(x

2
2x

lim






 
εφ(2006x)

εφ(2005x)
lim

0x

 

εφx

)
2

π
ln(x

lim

2

π
x





 

x)e ( x

x
lim 



 lnx) x(lim
x




 

ln(εφx)

ln(ημx)
lim

0x

 
*ν

0x

Νν  ,  )lnx(lim 


x

 

]
2

πx
1)εφ[(xlim

1x




 
x

0x

xlim


 

αxxe

ημxx
  

αx

2

0x
lim


 

4

22

x x

xln
 lim



 

x

20052006
 

xx

x
lim





 
x]1)e [ln( x

x
lim 



 ln(5x)][x  lim
0x




 

ln(lnx)][lnx  lim
1x




 

x

ημxx
 

2

0x
lim





 

(εφx)ln

(ημx)ln
 

2

2

0x
lim


 
  

x

xεφx
   

2
0x

lim




 
2

3

x
x

x
     

e
lim

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